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～ 論文要旨 ～
弦理論とは、1 次元の広がりを持つ弦をあらゆる物理現象を記述する基本的な構成要素
と仮定した理論である。更に、超対称性を持つ超弦理論は重力理論を含む統一理論の最も
有力な候補として広く研究されている。弦理論では、弦の典型的な長さをプランク長さ
(∼ 10−33 cm)程度と仮定する。弦の各振動モードはそれぞれ異なる素粒子に対応し、有質
量モードの質量はプランク質量 (∼ 1019 GeV) 程度となる。そのため、弦の有質量モード
を無視できる低エネルギー領域では、弦の零質量モードのみがダイナミカルな場として現
れる。本論文で扱う低エネルギー有効理論とは、これらの弦の零質量モードに対応する場
で記述される場の理論を指す。弦理論の立場からそのような弦の有効理論の求め方はいく
つか知られている。例えば、弦の頂点演算子を用いて散乱振幅を計算し、それらを対応する
場の相互作用とみなすことによって有効作用を求めることができる。
本論文では一般化幾何学 (generalized geometry)という枠組みが解析の中核をなす。一
般化幾何学とは、弦の零質量モードに現れる計量と B 場を対等に扱い、標的空間上の微
分同相写像と B 場のゲージ対称性を幾何学的な対称性として記述する枠組みである。そ
のような一般化幾何学に基づき場の対称性を調べることで、弦の有効理論を求めることが
本論文の目的である。特に、本論文では、Dブレーン及び非幾何学的背景 (non-geometric
background)の二つの対象をこの手法を用いて解析する。
前半では、Dブレーンの幾何学的構造を調べ、標的空間上の微分同相写像と B 場のゲー
ジ対称性の下での不変性を要請することで、Dブレーンの有効作用を求める。本論文で扱
う Dブレーンとは開弦の端点がくっつくことのできる部分空間として定義される。開弦の
ゆらぎから Dブレーン上にゲージ場とスカラー場がダイナミカルな場として現れ、低エネ
ルギー有効理論はそれらの場を用いて記述される。本論文で求めた有効作用は、平坦な背景
上でゆっくり変動する D ブレーンに対する弦理論の解析から得られる Dirac-Born-Infeld
(DBI)作用と一致する。
Dブレーンの研究は次のように行う。対称性と幾何学的な考察から、Dブレーンを許す
空間には Dirac構造と呼ばれるある種の一般化された葉層構造が考えられる。ここで、時
空上の葉層構造とは、時空を互いに接触しない部分空間の集合に分解できる構造を指す。標
的空間に Dブレーンを置くことはその葉層構造から葉を一つ特定することに対応し、葉を
動かすような標的空間上の微分同相写像と B 場のゲージ対称性の一部が自発的に破れる。
このとき、Dブレーンを置くことによって破れた対称性は、Dブレーン上のスカラー場と
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U(1)ゲージ場によって非線形表現される。その結果として、スカラー場とゲージ場はそれ
ぞれ並進対称性と B 場のゲージ対称性の破れに対する Nambu-Goldstone (NG)ボソンと
結論付ける。スカラー場が NGボソンとして解釈できることはすでに知られている。更に、
破れる前の全ての微分同相写像及び B場のゲージ対称性の下での不変性を要請することで、
Dブレーンの有効作用を構成し、それが DBI作用と一致することを示す。
後半では、一般化幾何学の枠組みで非幾何学的背景場の配位を解析し、その解析から非幾
何学的背景及びそのゲージ対称性を記述する枠組みを提案する。この枠組みに基づき、非
幾何学的背景上のゲージ不変な作用を構成した。本論文で扱う “非幾何学的”とは、局所座
標系が与えられたときに、その局所座標上の背景場が微分同相写像や B 場のゲージ変換だ
けでなく、T 双対変換も用いて大域的に定義されるときに用いられる。そのような非幾何
学的な場の配位は、エキゾチックブレーン解のように弦理論の解として実現される。また、
非幾何学的背景は内部空間としても考えられ、その構造や性質が研究されている。前半の
研究は我々の論文 [31]ですでに発表した内容である。
本論文では、一般化幾何学の枠組みで、非幾何学的背景として知られる Tフォールドの
T 双対変換を行うことで、R フラックスという量によって特徴付けられる非幾何学的 “空
間”を構成する。この Rフラックスはその存在が期待され、フラックスコンパクト化の分
野でその存在の仮定は重要な役割を果たす。
更に、Dブレーンの解析でも用いた Dirac構造 (=一般化された葉層構造)から非幾何学
的背景を記述することで、非幾何学的背景に Dirac構造の“捩れ”としての解釈を与える。
このとき、非幾何学的背景は Dirac 構造からみたゲージ対称性によって貼り合わされる。
この枠組みは、Tフォールドや非幾何学的 Rフラックス背景にも適応できる。この枠組み
に基づくことで、そのゲージ変換に対する共変微分が定義され、Einstein-Hilbert作用の一
般化として非幾何学的背景上のゲージ不変な有効作用を構成する。後半の研究内容は未発
表であり、発表の準備を進めている [74]。
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1.1 背景
素粒子物理学において、高エネルギー実験のほとんどを高い精度で説明する理論として、
標準模型 (Standard Model)がある。標準模型では、電弱相互作用は U(1) × SU(2) ゲー
ジ場によって伝えられ、強い相互作用は SU(3)ゲージ場によって伝えられる。このゲージ
場はベクトル場の一種であり、スピン 1を持つ。それに加えて、標準模型はスピン 12 を持
つレプトンとクォークを物質場として含む。また、W± や Z ボソンなどの場が質量を獲得
するためにスピン 0のヒッグスボソンが標準模型の中で予言される。近年、このヒッグス
ボソンが LHC実験で検証されたことは記憶に新しい。
一方、古典的な重力理論は Einsteinの一般相対性理論によって良く記述される。例えば、
一般相対性理論に基づくことで、水星の近日点移動や重力レンズ効果など、数多くの重力現
象の説明や予言に成功している。一般相対性理論はリーマン幾何学を数学的な枠組みとし
て定式化され、時空の一般座標変換に対するゲージ理論とみなせる。一般相対性理論におい
て、重力相互作用は重力子と呼ばれるスピン 2を持つ対称テンソル場によって伝えられる。
このように素粒子標準模型と一般相対性理論はそれぞれ自然をよく記述しているにもか
かわらず、双方を無矛盾に記述する理論というものは知られていない。一般相対性理論に
基づく重力理論は繰り込み不可能な相互作用をするため、重力の量子論的効果が無視でき
なくなるようなプランクスケール (∼ 1019GeV)で破綻すると考えられている。そのような
状況の中で、量子重力理論を含む統一理論として最も有力な候補と考えられているのが超
弦理論である。
超弦理論は、プランク長さ (∼ 10−33cm)程度を典型的な長さとして持ち、超対称性を持
つ 1次元の弦を「あらゆる物理現象を記述する基本的な構成要素」と仮定した理論である。
弦には開弦と閉弦の 2種類あり、開弦にはスピン 1のゲージ粒子が含まれ、閉弦にはスピ
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ン 2の重力子が含まれる。また、モジュラー不変性から閉弦のループ計算に自然なカット
オフが入るため、重力の紫外発散の問題を避けられると考えられている。
超弦理論は 5種類 (Type IIA、Type IIB、Type I、Het SO(32)、Het E8 ×E8)存在す
ることが知られている。これら 5種類の超弦理論は与えられた真空のまわりで共形場理論
として摂動的に定式化される。このように理論の種類が多いことは、超弦理論が統一理論
の候補となるためには問題であるように思える。しかし、5種類の超弦理論は T双対性、S
双対性、U双対性 (T双対性と S双対性を組み合わせたもの)と呼ばれる弦の双対性によっ
て互いに関係づけられ、それらの超弦理論はM理論と呼ばれる 11次元理論のモジュライ
のある極限をとることで現れる理論とみなすことができると考えられている [1–4]。
上の議論に表れる双対性は超弦理論を理解する上で重要な役割を果たし、弦に特徴的な対
称性である。そのような双対性の一つである T双対性は、二つのコンパクト化された内部
空間上の弦理論の間の対称性である。T 双対性は弦の励起モードや高次の種数を持つ弦の
相互作用まで含めて成り立つと考えられている。一般の背景に対しても、背景に U(1)アイ
ソメトリーがあれば経路積分を用いて T双対性の変換則を導ける [5–8]。このとき、T双対
性はリーマン計量と Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NS-NS) B 場を互いに混ぜる変換を
与え、幾何学的な観点から二つの異なる幾何学を関係づける対称性とみなせる。そのよう
な対称性は一般相対性理論の数学的な土台となるリーマン幾何学には含まれていない。一
方、T双対性を反映するような幾何学として、一般化幾何学 (generalized geometry)とい
うものが提唱されている*1 [9, 10]。この枠組みでは、計量と NS-NS B 場は同等に扱われ、
B 場の持つゲージ対称性も幾何学的な対称性とみなすことができる。
一般化幾何学の枠組みによって B 場のゲージ対称性を捉えられることは、2次元非線形
シグマ模型から見れば自然であるように思える。非線形シグマ模型とは非線形な結合を持
つスカラー場の理論で、曲がった背景における弦理論を記述する。2次元非線形シグマ模型
のハミルトン形式において、微分同相写像と B場のゲージ変換は単なる場の変換としてで
はなく、相空間 (phase space)上の正準変換 (の一部)とみなせる。正準変換は相空間上の
一般座標変換に対応し、相空間上の幾何学的な対称性と捉えられる。実際に、ハミルトン形
式において微分同相写像及び B場のゲージ変換を生成する生成子は、一般化幾何学の基本
的な幾何構造 (接ベクトル束と余接ベクトル束の直和)と代数まで含めて 1対 1対応するこ
とが知られている [15]。このことは、本論文の 2.1節で詳しく説明する。
ゲージ変換のなす代数の対応の他にも、2 次元非線形シグマ模型と一般化幾何学の対応
として次のようなものがある。それは、N = (2, 2)超対称性を持つ 2次元非線形シグマ模
*1 一般化幾何学の他にも、T 双対性を反映する枠組みとして Double Field Theory (DFT) というものが
提唱されている [11–14]。一般化幾何学はベクトル束におけるファイバーの次元を 2 倍にした枠組みで、
DFTは底空間の次元を 2倍にした枠組みである。
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型の研究で発見された Gates-Hull-Rocek幾何 [16](数学では、bi-Hermitian幾何と呼ばれ
る)と一般化幾何学の枠組みで定義される一般化 Kähler幾何の等価性である。N = (2, 2)
のように超対称性がある場合、非線形シグマ模型の背景に幾何学的な制限がつけられるこ
とが知られる。この等価性の幾何学のレベルでの証明は文献 [10]、非線形シグマ模型を用
いた証明は文献 [17]で与えられた。
以上のことから、一般化幾何学は弦の幾何学的な対称性を記述するのに適した枠組みと言
える。一般化幾何学は閉弦の解析で用いられており、開弦や非幾何学的背景を含む広い解
析にも応用できると考えられる。このような背景の下で、我々は次のような研究を行った。
1.2 研究概要
本論文で扱う弦の低エネルギー有効理論とは、弦の有質量励起モードを無視できる低エ
ネルギースケールにおける場の理論で、弦の零質量モードに対応する場で記述される。弦
の立場からそのような弦の有効理論の求め方はいくつかある。例えば、弦の頂点演算子を
用いて散乱振幅を計算し、それらを対応する場の相互作用とみなすことで、弦の有効作用を
求めることができる。
しかし、標的空間の観点から何故そのような作用が現れるのかということについて明ら
かではない。弦理論 (= 2次元共形場理論)の解析をせずに、幾何学的な設定及び対称性の
原理から弦の有効作用を構成できるかどうかは興味深い問題である。もし、そのような枠
組みができれば、場の理論的な対称性の解析から弦の高次補正の形を決めることができる
と期待される。また、そのような方法は量子化が困難な一般の背景上での弦理論の有効作
用を調べる手法としても期待できる。
上で述べた様に、非線形シグマ模型のゲージ対称性は一般化幾何学の枠組みで記述され
る。また、一般化幾何学に基づくことで、非線形シグマ模型の対称性を幾何学的な対称性と
みなすことができ、背景に依らない議論が可能になる。従って、対称性の原理から弦の有効
作用を求めるために、一般化幾何学に基づく解析は有用である。本論文の目的は、非線形シ
グマ模型の対称性 (微分同相写像及び B場のゲージ対称性)を一般化幾何学に基づいて解析
し、その対称性及び幾何学的な考察から弦の低エネルギー有効作用を構成することである。
このことは、一般座標変換の下での不変性から古典重力理論を記述する Einstein-Hilbert
作用が決まることに対応する。
本論文では、一般化幾何学をボソン型開弦とボソン型閉弦の有効理論にそれぞれ応用し
た。そのため、その性質上、本論文を前半と後半に大きく分けられる。前半では開弦への応
用として Dブレーンの有効作用を調べた。後半では閉弦への応用として非幾何学的背景上
の有効作用を調べた。
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前半では、Dブレーンと呼ばれる開弦の端点がくっつくことのできる高次元の膜を一般
化幾何学の枠組みで定式化した。この枠組みで、Dブレーン上のスカラー場及びゲージ場
が Nambu-Goldstone (NG) ボソンとして自然に現れることを示した。スカラー場が NG
ボソンとして解釈できることはすでに知られている。このとき、微分同相写像及び B場の
ゲージ変換の下での不変性から、Dブレーンの有効作用を構成した。この有効作用は弦の
解析から求められる Dirac-Born-Infeld (DBI)作用と一致する。
後半では、一般化幾何学の枠組みで、非幾何学的背景として知られる Tフォールドの T
双対変換を行うことで、Rフラックスという量によって特徴付けられる非幾何学的“空間”
を構成する。更に、この解析から、Tフォールドや非幾何学的 Rフラックス“空間”を特
徴付ける枠組みを提案し、非幾何学的背景上のゲージ不変な有効作用を Einstein-Hilbert
作用の一般化として提案する。この有効作用は幾何学的背景上にも応用でき、幾何学的背
景上では弦の解析から知られるバルクの有効作用と一致する。
個々の研究内容と成果の詳細については次に述べる。
1.3 個々の研究内容と成果のまとめ
1.3.1 Dブレーンの幾何学的解釈と DBI作用
D ブレーンとは、開弦の端点がくっつくことのできる標的空間の部分空間である*2。開
弦のゆらぎから Dブレーン上にゲージ場やスカラー場が現れ、Dブレーンはダイナミカル
な自由度を持つ。平坦な背景の中でゆっくり変化する Dブレーンの近似において、1枚の
D ブレーンに対する低エネルギー有効理論は Dirac-Born-Infeld (DBI) 作用によって記述
されることが知られている。世界面の理論において、DBI作用はディスクの振幅の解析か
ら導かれる [18–22]。
強い相互作用の理論において、カイラル対称性の自発的な破れの議論は π 中間子に対す
る低エネルギー有効作用を定める強力な方法である。低エネルギーにおいて、QCDの持つ
カイラル対称性は自発的に破れることが知られ、破れた対称性は Nambu-Goldstone (NG)
ボソン [23,24]によって非線形に表現される。この非線形表現された対称性を要請すること
で、π 中間子に対する有効作用を決めることができる。このとき、π 中間子はカイラル対称
性の自発的破れに伴う NGボソンとして低エネルギー理論に現れる。
膜のように広がった対象の運動を記述する場合も同様の議論を使えることが知られてい
る。例えば、空間に膜を置くと、ミンコフスキー計量を持つ標的空間の Poincaré 対称性
*2 Type II 超弦理論において、D ブレーンは Ramond-Ramond (RR) 電荷を帯びた BPS 状態として定義
されるが、本論文では BPS条件について議論しない。
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は自発的に破れる。このとき、Dブレーンに直交する方向の変位はスカラー場によって表
され、Poincaré対称性の破れはスカラー場によって非線形に表現されることが知られてい
る。このとき、スカラー場は破れた並進対称性に対する NG ボソンと解釈できる。全ての
Poincaré対称性を要請することで、その有効理論は高次微分の補正項を持つ南部-後藤作用
によって記述される [25–28]。
最近、この種の議論はDブレーン上の U(1)ゲージ場を含む理論に拡張された。文献 [29]
では、Poincaré対称性に対するゲージ場の変換則を発見的に見つけ、Poincaré対称性を要
請することで Dブレーンの有効作用を求めている。この文献は、微分の次数が最も低い近
似において、DBI作用は破れた Lorentz対称性の下で一意的に定まる不変な項であること
を示した。文献 [30]では、このゲージ場の発見的な変換則を静的ゲージを保つような補正
微分同相写像 (compensating diffeomorphism)を用いて導き、それによってゲージ場が破
れた破れた Poincaré 対称性の下で共変な場であることを結論付けた。しかし、[29, 30] の
方法において、ゲージ場は NGボソンとして現れておらず、この意味で何故ゲージ場は低
エネルギー理論で現れるべきなのか説明されていない。
本論文の研究の基本的な考え方は次の通りである。T 双対変換はスカラー場とゲージ場
の成分を交換するので、ゲージ場についても何らかの破れた対称性に対する NGボソンで
あるべきだと期待する。一方、バルクにおいて、T 双対性は計量と B 場を混ぜ、同時に、
それらに付随するゲージ対称性 (微分同相写像と B場に対するゲージ変換)も混ぜる。従っ
て、これらの事実を考慮すると、ゲージ場は B場のゲージ対称性の自発的破れに対する NG
ボソンであることが示唆される。この考え方に基づいて有効理論を定式化するために、T
双対性の性質を反映する枠組みとして一般化幾何学を用いる。
本論文では、Dブレーンを一般化幾何学の枠組みで定式化し、自発的対称性の破れと有効
理論の議論から Dブレーンの有効作用を構成する。その目標を達成するために、本論文で
は次のような議論を行う。対称性と幾何学的な考察から、Dブレーンを許す空間にはある
種の一般化された葉層構造*3が考えられる。時空上の葉層構造とは、時空を互いに接触し
ない部分空間の集合に分解できる構造を指す。一般化幾何学を使うことで、スカラー場と
Dブレーン上の U(1)ゲージ場は対等に現れ、それらのゆらぎは一般化された葉層構造の変
形とみなせる。標的空間に Dブレーンを置くことは葉層構造から葉を一つ特定することに
対応し、標的空間上の微分同相写像と B場のゲージ対称性の一部は自発的に破れる。この
とき、Dブレーンを置くことによって破れた対称性は、Dブレーン上のスカラー場と U(1)
ゲージ場によって非線形表現される。その結果として、スカラー場と同様に、ゲージ場は B
場のゲージ対称性の破れに対する NGボソンと結論付ける。更に、破れる前の全ての微分
*3 一般化幾何学において、一般化された葉層構造は Dirac構造として知られる。
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同相写像と B場のゲージ対称性を要請することで、Dブレーンの有効作用を構成し、それ
が DBI作用と一致することを示す。
一般化幾何学の枠組みの中で Dブレーンを記述するための様々なアプローチが提案され
ている [10,32–34]。しかし、これらの枠組みは本研究の目的に対して不十分であり、一般化
幾何学における Dブレーンの定式化をさらに拡張する必要がある。本論文では、Dブレー
ン上のスカラー場とゲージ場をダイナミカルな場として記述するために、一般化幾何学の
枠組みに静的ゲージの概念を導入する。また、本研究の目的から、Dブレーンについて解析
するときに T双対性などの余分な条件を仮定しない。本研究は我々の論文 [31]ですでに発
表した内容である。
1.3.2 非幾何学的背景の幾何学的な解釈と有効作用
局所座標系が与えられたとき、非線形シグマ模型に現れる計量や B 場は各局所座標上で
記述される。通常、それらの場は座標系の各共通部分上で微分同相写像や B場のゲージ変
換によって接続され、大域的に定義される。一方、本論文で扱う “非幾何学的”とは、局所
座標系が与えられたときに、その局所座標上の背景場が微分同相写像や B 場のゲージ変換
だけでなく、T双対変換も用いて大域的に接続されるときに用いられる*4。そのような非幾
何学的背景は弦理論の背景として許される。その直感的な理由は、計量と B 場は T双対変
換によって互いに関係付けられ、それと同時に、微分同相写像は B 場のゲージ変換や T双
対変換を組み合わせた大きなゲージ対称性に拡大される可能性を持つからである。実際に、
このような非幾何学的な場の配位は、エキゾチックブレーン解のように弦理論の解として
実現される [35–37]。
非幾何学的背景 (non-geometric background)は、文献 [38–40]によって幾何学的背景を
T双対変換することで発見された。この議論は H フラックス*5がある 3次元トーラスから
始められる。まず、H フラックスを持つ 3次元トーラス上で一つの U(1)アイソメトリー方
向の T双対をとると、捩れたトーラス (twisted torus) [41, 42]が得られる。捩れたトーラ
スは、スピン接続や構造定数の意味を持つ幾何学的な量によって特徴付けられる。この幾何
学的な量は f フラックスと呼ばれる。更に、捩れたトーラス上の他の U(1)アイソメトリー
方向の T双対をとると、Tフォールドと呼ばれる非幾何学的 “空間”が得られる。Tフォー
ルド上の “計量” や “B 場” は局所座標上で非自明な配位を持ち、微分同相写像や B 場の
ゲージ変換だけで貼り合わなくなる。しかし、Tフォールドは T双対群 O(D,D; Z)(の部
*4 より一般には、T双対群 O(D, D; Z)やM理論に由来する U双対群 ED(D)(Z)で座標系が貼り合わせら
れる場合に用いる。
*5 H フラックスは 3次閉形式で、B 場に対する場の強さに対応する。
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分群)によって貼り合わされ、非幾何学的 Qフラックスと呼ばれる量によって大域的に特
徴付けられることが知られている。このように、非幾何学的背景は弦理論の自然な構造と
して現れる。
非幾何学的背景を研究する動機の一つとして、フラックスコンパクト化における近年の発
展が挙げられる。非幾何学的フラックス背景がある場合のコンパクト化は文献 [43]によっ
て始められた。文献 [43]では、標的空間を非幾何学的フラックスのある T 6 上にコンパク
ト化することによって得られる 4次元の低エネルギー有効理論を調べている。そこでは、T
双対性の下で次のような 4種類のフラックスが互いに関係づくという推論をしている：
Hxyz
Tz // f zxyoo
Ty // Q yzxoo
Tx? // Rxyzoo (1.3.1)
非幾何学的 Q フラックス背景において、x 方向の U(1) アイソメトリーは非自明になる
にも拘らず、x 方向の T 双対変換 Tx が存在すると仮定している。この最後に現れる R
は、非幾何学的 R フラックスと呼ばれる量である。非幾何学的 R フラックス背景は非
結合積 (non-associative product) によって記述され、局所的にも非幾何学的であると考
えられている [44–46]。文献 [43] では、彼らの推論の下で 4 次元 N = 1 超重力理論の
Gukov-Vafa-Witten超対称ポテンシャル (superpotential) [47, 48]を T双対不変となるよ
うに拡張し、H, F , Q, Rフラックスを含む超対称ポテンシャルを提案している。
現象論への応用として、この提案された超対称ポテンシャルに基づいた真空構造の解析が
いくつかある。文献 [49–51]では、非幾何学的フラックスのあるコンパクト化によって、全
てのモジュライが安定化された 4次元 N = 1超対称性を持つミンコフスキー解が得られる
ことが示された。また、同様の解析から、文献 [52–57]では、数値計算を用いて (準)安定
な de Sitter解が存在することについて議論している。これらの結果は、非幾何学的背景を
考えれば現象論として望まれるような真空が存在しうることを意味している。このように、
フラックスコンパクト化の分野において、非幾何学的背景の研究は盛んに行われている。
しかし、10 次元の超弦理論やその有効理論の立場から非幾何学的 R フラックス背景に
関する理解は不十分であり、近年様々な方法で研究されている。その一つとして、T 双対
性を反映する枠組みを用いて非幾何学的背景を記述するという試みがなされている。文
献 [58–62]では、一般化幾何学の一つの拡張として非幾何学的フラックスを Roytenberg括
弧*6 [64]に現れる quasi-Lie bialgebroid構造や twisted Poisson構造と呼ばれる代数構造
として捉えている。また、文献 [66–71]では、Double Field Theory (DFT)に基づいて非
幾何学的背景を T双対不変となるように定式化している。これらの枠組みは非幾何学的 Q
フラックス背景からの類推で、非幾何学的 Rフラックス背景も含む一つの拡張として提案
*6 Roytenberg 括弧は Scherk-Schwarz 次元還元 (dimensional reduction) で用いられるMyers-Kalober
括弧 [65]の拡張と考えられている。
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されている。しかし、いずれの場合においても、非幾何学的Rフラックス背景に対するゲー
ジ対称性や貼り合わせについて気にしておらず、現状ではそれらの非幾何学的 Rフラック
ス背景は大域的に定義されていない。そのような議論が困難である原因は、R フラックス
背景が具体的に構成されていないからだと考えられる。これらの問題を解決することが本
論文の目標である。
本論文の後半では、一般化幾何学の枠組みで定義される T双対変換を用いて、Tフォー
ルドから非幾何学的 Rフラックス“空間”を構成する。本論文でこのことを実現するため、
Dブレーンの解析でも用いた一般化葉層構造及びその変形を導入することで、Tフォール
ド上で非自明だった U(1)アイソメトリーを再現する。本論文では、非結合積を用いない R
フラックス背景の定式化を行う。
更に、Tフォールドや Rフラックスを持つ背景を解析し、一般化葉層構造から非幾何学
的背景を記述することで、非幾何学的背景に一般化葉層構造の“捩れ”としての解釈を与え
る。特に、T双対性で関係付けられる 4種類のフラックス (1.3.1)は、それぞれに対応する
一般化葉層構造を選ぶことで、統一的な記述が可能となる。このとき、非幾何学的背景は一
般化葉層構造からみたゲージ対称性によって貼り合わされる。この枠組みに基づくことで、
そのゲージ変換に対する共変微分が定義され、Einstein-Hilbert作用の一般化として非幾何
学的背景上のゲージ不変な有効作用を構成する。この得られた有効作用は幾何学的背景上
でボソン型弦のバルク上の低エネルギー有効作用 (Type II 超重力理論の NS-NSセクター)
と一致する。
非幾何学的背景を記述する枠組みは次のような考え方に基づいて構成される。まず、非
線形シグマ模型に現れる幾何学的背景のゲージ対称性は一般化幾何学における Courant亜
代数というものによって記述される。一方、文献 [72,73]によって、T双対性は幾何学的背
景上の Courant亜代数に対して同型写像を与えることが知られている。このことが一般の
非幾何学的背景上でも成り立つと仮定すれば、T双対性は一般の背景上の Courant亜代数
に対して同型写像を与えるものと考えられる。従って、非幾何学的背景のゲージ対称性も
Courant亜代数によって記述されると考えられる。一方、T双対はある一般化葉層構造を
他のある一般化葉層構造とその役割を入れ替える。この入れ替えは、Courant亜代数上に
定義されるアンカー (ベクトル束への射影)を通常と異なるものに変える。これら二つの議
論から、非幾何学的背景のゲージ対称性は一般化葉層構造の選び方によって指定されるア
ンカーを持つ Courant亜代数によって記述されると考えられる。本論文では、そのような
考えに基づいて枠組みを構成し、非幾何学的背景上の有効作用に応用した。後半の研究内
容は未発表であり、発表の準備を進めている [74]。
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図 1.1 論文の構成に関するフローチャート。
1.4 論文の構成
第 2章では、非線形シグマ模型を導入することから始め、非線形シグマ模型に現れる背景
の対称性について議論する。特に、非線形シグマ模型の背景に関するゲージ対称性を調べ、
それが一般化幾何学の枠組みで記述されることを示す。続く節では、非線形シグマ模型の
対称性を特徴づける一般化幾何学に関する基本的な事項についてまとめる。
第 3章は、一般化幾何学を開弦の有効理論へ応用したものである。一般化幾何学の枠組
みで Dブレーンを特徴付ける幾何構造として Dirac構造 (=一般化葉層構造)を導入する。
ここで、Dブレーン上のゆらぎは Dirac構造の変形で表せる。この枠組みに基づき、微分
同相写像及び B 場ゲージ変換の下でのゆらぎの変換則を導く。最後に、微分同相写像及び
B 場のゲージ変換の下での不変性を要請することから、Dブレーンの有効作用を導き、DBI
作用と一致することを議論する。第 3章の内容は論文 [31]ですでに発表された内容である。
第 4章では、一般化幾何学を閉弦の有効理論へ応用として、非幾何学的背景上の有効作用
について解析する。まず、一般化幾何学の枠組みで T双対変換を行い、H フラックスのあ
るトーラス、捩れたトーラス、Tフォールド、非幾何学的 Rフラックス“空間”の 4つの
空間について解析する。この解析から、非幾何学的 Rフラックス背景を記述する枠組みを
構成する。この枠組みに基づくことで、Einstein-Hilbert作用の一般化として非幾何学的背
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景上のゲージ不変な有効作用を構成する。第 4章の内容は未発表であり、現在発表の準備
を進めている。
第 5章では、本論文の結論と今後の課題について述べる。
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本章では、2次元非線形シグマ模型 (non-linear sigma model)において背景の持つゲー
ジ対称性を議論し、そのゲージ対称性と一般化幾何学 (generalized geometry)との関係を
明らかにする。また、一般化幾何学に関する基本的な事項についてもまとめる。
2.1 非線形シグマ模型の対称性
一般の背景における弦理論の運動は 2次元非線形シグマ模型によって記述される。ここ
では、その非線形シグマ模型の背景に関するゲージ対称性を議論する。特に、ハミルトン形
式に移行することで、微分同相写像及び B 場のゲージ変換を生成する生成子を構成し、そ
れと一般化幾何学との関係について明らかにする。これらの生成子は標的空間上のベクト
ル場と 1次微分形式の組をパラメータとして持ち、生成子のなす代数は一般化幾何学にお
ける一般化 Lie微分のなす代数と同型であることが分かる [15]。
2.1.1 2次元非線形シグマ模型
2 次元の世界面を Σ、標的空間を M とする。世界面 Σ の座標を σα (α = 1, 2) とす
る局所座標系 (local chart) において、弦の運動の軌跡は埋め込み X : Σ → M、σ 7→
XM (σ) (M = 1, · · · , D)で表される。世界面上に計量 hαβ 及び標的空間上に計量 gMN が
与えられたとき、その背景 gMN 中の弦の運動は非線形シグマ模型
S[X] =
1
2πα′
∫
Σ
1
2
gMN (X)dXM ∧ ∗dXN (2.1.1)
によって与えられる。ただし、∗ : Γ(∧rT ∗Σ) → Γ(∧2−rT ∗Σ) は世界面上の計量 h に対
する Hodge 双対 (Hodge dual) である。すると、世界面上の体積形式は dvolΣ := ∗1 =√
|deth|dσ1 ∧ dσ2 であり、(2.1.1)の積分測度は dXM ∧∗dXN = hαβ∂αXM∂βXNdvolΣ
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と表される。
標的空間 M 上に 2 次形式 B ∈ Γ(∧2T ∗M) が与えられたとき、非線形シグマ模型の作
用は
S[X] =
1
2πα′
∫
Σ
(
1
2
gMN (X)dXM ∧ ∗dXN +
1
2
BMNdX
M ∧ dXN
)
(2.1.2)
によって与えられる。ここで、B は閉弦の零質量モードに現れる反対称テンソル場で、B 場
と呼ばれる。新しく加えた 2項目は埋め込み X : Σ → M に対する B 場の引き戻し X∗B
を世界面上で積分したものである。
非線形シグマ模型 (2.1.2)において、完全 2次形式 dΛ ∈ Ω2exact(M)による B 場のゲー
ジ変換 B 7→ B + dΛというものが考えられる。このゲージ変換は (2.1.2)の被積分関数に
全微分項を加えるだけである。もし世界面上に境界がなければ、その全微分項は消える。非
線形シグマ模型はそのような B 場のゲージ対称性を持つ。
一方、B 場のゲージ変換の下で不変な 3 次形式 H = dB が定義できる。この H は H
フラックスと呼ばれ、電磁相互作用における場の強さ (field strength)に対応する。このと
き、Stokesの定理を用いることによって、(2.1.2)の 2項目は∫
X(Σ)
B =
∫
Σ3
H (2.1.3)
と 3次元上の積分に持ち上げられる。2.2.3節で見るように、B や H はジャーブと呼ばれ
る枠組みによって特徴付けられる。一般の背景上の弦理論はこのような非線形シグマ模型
に基づき定式化される。
2.1.2 ハミルトン形式
本小節では、前節で見た非線形シグマ模型を相空間 (phase space)上で定式化する。相空
間上では B 場のゲージ変換 δB = dΛは正準変換として表される。このように相空間上で
定式化することによって、微分同相写像及び B 場のゲージ変換を幾何学的な対称性とみな
すことができる。
ここでは、閉弦理論について議論し、世界面を Σ = S1 ×Rとする。このとき、相空間は
ループ空間 LM = {X : S1 ↪→M}の接ベクトル束 T ∗LM で表される。すると、非線形シ
グマ模型 (2.1.2)から、ハミルトニアン
H = 1
2
∮
S1
dσ
(
gMNpMpN + gMN∂σXM∂σXN
)
(2.1.4)
及びシンプレクティック 2次形式
ω =
∮
S1
dσδXM (σ) ∧ δ(pM +BMN∂σXN )(σ) (2.1.5)
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が与えられる。このことは付録 A.1 で議論している。ただし、δ は相空間 T ∗LM 上の
de Rham 外微分である。また、ω のシンプレクティック条件として、ω が δ の下で閉じ
(δω = 0)、非退化*1であることが確かめられる。(2.1.3)の議論と同じように、(2.1.5)の 2
項目は 3次形式 H = dB を用いて∮
S1
dσδXM ∧ δ
(
BMN∂σX
N
)
= −1
2
∮
S1
dσHMNK∂σX
MδXN ∧ δXK (2.1.6)
と書き直せる。
シンプレクティック形式 ω の非退化性より、相空間上の汎関数 f ∈ C∞(T ∗LM)に対し
て、ıXfω = δf となる (汎関数)ベクトル場 Xf ∈ Γ(T (T ∗LM))が存在する*2。このよう
な f をハミルトン (汎)関数と呼び、ベクトル場Xf をハミルトンベクトル場 (Hamiltonian
vector field)と呼ぶ。ハミルトンベクトル場 Xf はシンプレクティック形式 ω とハミルト
ン関数 f を保存 (LXfω = 0、LXf f = 0)する。具体的に、シンプレクティック形式 ω が
(2.1.5)によって与えられたとき、ハミルトンベクトル場 Xf は
Xf =
∮
S1
dσ
(
δf
δpM (σ)
δ
δXM (σ)
−
(
δf
δXM (σ)
−HMNK
δf
δpN
∂σX
K
)
δ
δpM
)
(2.1.7)
と表される。このようなハミルトンベクトル場を導入することによって、時間発展はハミ
ルトニアン Hのハミルトンベクトル場 XH で生成される 1助変数変換群 ϕt = exp(itXH)
で与えられる。このとき、時間発展の軌跡はハミルトンベクトル場 XH の積分曲線に対応
する。
シンプレクティック形式 ω が与えられたとき、汎関数 f, g ∈ C∞(T ∗LM) に対して
Poisson括弧 {, }PB : C∞(T ∗LM) × C∞(T ∗LM) → C∞(T ∗LM)を
{f, g}PB := ω(Xf , Xg) = LXgf (2.1.8)
と定義する。ただし、Xf , Xg は汎関数 f, g に対するハミルトンベクトル場である。
すると、Poisson 括弧 (2.1.8) は反対称性 {f, g}PB = −{g, f}PB 及び Jacobi 恒等式
{f, {g, h}PB}PB = {{f, g}PB, h}PB+{g, {f, h}PB}PBを満たしている。シンプレクティッ
ク形式 (2.1.5)及びハミルトンベクトル場 (2.1.7)に対して、Poisson括弧は
{f, g}PB =
∮
S1
dσ
(
δf
δXM
δg
δpM
− δf
δpM
δg
δXM
+HMNK
δf
δpM
δg
δpN
∂σX
K
)
(2.1.9)
*1 各点 p ∈ M 上の全ての接ベクトル v ∈ TpM に対して、ω(u, v) = 0 となるような接ベクトル u ∈ TpM
は u = 0のみであるとき、2次形式 ω は非退化 (又は、プレシンプレクティック)であると言う。言い換え
れば、写像 ω : TpM → T ∗p M が全単射ならば、ω は非退化である。
*2 ベクトル場 u ∈ Γ(T (T ∗LM)) に対して、ıu は u による内部積、Lu は u に沿った Lie 微分を表す。ま
た、ベクトル束 E に対して、Γ(E)は E の切断の集合を表している。
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で与えられる。3 項目は H フラックスによる Poisson 括弧の捩れを表す。この捩れた
Poisson括弧は、相空間上の座標 (XM , pM )に対して、
{XM (σ), XN (σ′)}PB = 0 (2.1.10a)
{XM (σ), pN (σ′)}PB = δMN δ(σ − σ′) (2.1.10b)
{pM (σ), pN (σ′)}PB = HMNK∂σXKδ(σ − σ′) (2.1.10c)
を満たしている。この表式において、H フラックスは運動量 pに関する非可換性を与えて
いることが分かる。これと類似する現象を磁場中にある荷電した点粒子の理論に見ること
ができる。磁場中では正準運動量と力学的運動量の定義に違いが生じ、力学的運動量同士
の Poisson括弧は磁場によって非零になる。
H フラックスの存在下で、捩れのない Poisson括弧を持つハミルトン形式の理論も構成
できる。H = dB となるような 2 次形式 B に対して、相空間上の座標変換 pM → p′M =
pM +BMN∂σXN を行うと、(2.1.10c)の右辺は零となり、捩れのない Poisson括弧が得ら
れる。同時に、ハミルトニアンHB は
HB =
1
2
∮
S1
dσ
{
gMN (p′M −BMK∂σXK)(p′N −BNL∂σXL) + gMN∂σXM∂σXN
}
=
1
2
∮
S1
dσ
(
p′M
∂σX
M
)T (
gMN −(g−1B)MN
(Bg−1) NM (g −Bg−1B)MN
)(
p′N
∂σX
N
)
(2.1.11)
と与えられる。ハミルトニアンHB に現れる p′ は正準運動量に対応し、B 場は荷電点粒子
理論における磁場の役割を果たしている。モノポール理論と同様に、非自明な配位を持つ
H フラックスが存在する場合、H = dB となる B は局所的に与えられ、局所座標系の共通
部分上のゲージ変換で接続される。また、トーラス上の弦理論において、p′N の零モードは
Kaluza-Klein運動量、∂σXN の零モードは巻き付き数に対応する。
2.1.3 カレント代数
非線形シグマ模型における背景の持つゲージ対称性を見るため、電荷又はカレントにつ
いて議論する。まず、切断 u+ ξ = uM∂M + ξMdxM ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)をパラメータに持
つ電荷及びカレント
Qu+ξ =
∮
dσJu+ξ, Ju+ξ = uM [X]pM + ξM [X]∂σXM (2.1.12)
を考えることから始める*3。時間発展は XH で生成されるので、電荷 Qu+ξ が保存するた
めの条件は、0 = Q̇ = −LXHQu+ξ = {H, Qu+ξ}PB である。Noether の定理と同様に、
*3 保存していない場合でも電荷やカレントという呼び方をする。
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この条件は、生成子 XQ(u,ξ) による変換の下でハミルトニアンが不変であるという条件
(LXQu+ξH = 0)とも等価である。ハミルトニアン (2.1.4)、Poisson括弧 (2.1.9)、カレント
(2.1.12)を用いて、この電荷が保存するための条件は
0 = {H, Q(u,ξ)}PB
=
1
2
∮
dσ
{
(Lug−1)MNpMpN + (Lug)MN∂σXM∂σXN − 2(ıuH + dξ)MNgMKpK∂σXN
}
,
(2.1.13)
又は、
Lug = 0, ıuH = −dξ (2.1.14)
である。ただし、Lu はベクトル場 u =
∮
dσ uM δ
δXM
に沿った Lie 微分、ıu は u による
内部積を表す。(2.1.14)の 2式目は、uによる Lie微分の下で H フラックスが消えること
(LuH = dıuH = −d2ξ = 0)を意味している。ゆえに、電荷が保存するための条件は、ベ
クトル場 u によって生成される微分同相写像が背景場 g 及び H を不変に保つ条件と等価
である。言い換えれば、ベクトル場 uが (2.1.14)を満たすキリングベクトル場であるとき、
ハミルトニアンHは不変に保たれる。
(2.1.12) で定義した電荷 Qu+ξ は生成子の役割をする。実際に、Qu は汎関数 f や基底
(pM , ∂σXN ) に作用することで微分同相写像を生成する。例えば、Qu を汎関数 f に作用
させると、δf = {Qu, f}PB = uM∂Mf となり、f はスカラー関数として変換していること
が確かめられる。同様に、生成子 Qu による変換の下で、pM は接ベクトルの基底として変
換し、∂σXM は余接ベクトルの基底として変換する。一方、Qξ は基底 pM に作用すること
で、B 場のゲージ変換
Qξ : pM −BMN∂σXN 7→ pM − (B + dξ)MN∂σXN (2.1.15)
を生成する。以上のことから、Qu は微分同相写像の生成子、Qξ は B 場のゲージ変換の生
成子に対応する。このことからも、ベクトル場 uが (2.1.14)を満たすキリングベクトルな
らば、Qu+ξ はハミルトニアンを不変にするということが結論付けられる。
次に、生成子及びカレントのつくる代数について議論をする。そのために、次のような積
分量
Q̂ε(u, ξ) :=
∮
S1
dσ ε(σ)J(u,ξ) =
∮
S1
dσ ε(σ)
(
uM [X]pM + ξM∂σXM
)
(2.1.16)
を導入する。ただし、ε(σ)は世界面上の座標に依存する任意の関数である。ε = 1のとき、
(2.1.16)式の Q̂ε(u+ ξ)は (2.1.12)式の Qu+ξ と一致する。Q̂ε 同士の Poisson括弧は次の
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ように計算できる：
{Q̂ε1(u+ ξ), Q̂ε2(v+ η)}PB = −Q̂ε1ε2([u+ ξ, v+ η]−H)− 2
∮
S1
dσ(∂σε1)ε2 〈u+ ξ, v + η〉
(2.1.17)
ただし、切断 u+ξ ∈ Γ(TM⊕T ∗M)に対して、括弧 [u+ξ, v+η]−H 及び内積 〈u+ ξ, v + η〉
を
[u+ ξ, v + η]−H := [u, v] + Luη − ıvdξ − ıvıuH (2.1.18a)
〈u+ ξ, v + η〉 := 1
2
(ıuη + ıvξ) (2.1.18b)
と定義した。ここで現れる括弧 [, ]及び内積 〈, 〉は一般化幾何学 (generalized geometry)で
扱われる基本的な対象であり、括弧 [, ]は Dorfman括弧と呼ばれる。ε1 = ε2 = 1のとき、
微分同相写像及び B 場ゲージ変換に対する生成子 Qu+ξ のつくる代数は
{Qu+ξ, Qv+η}PB = −Q[u+ξ,v+η]−H (2.1.19)
となる。後で見るように、この代数は一般化幾何学で定義される一般化 Lie 微分 (2.2.48)
の代数 (Cartan関係式)と一致する。
関係式 (2.1.17)は任意の関数 ε1, ε2 ∈ C∞(S1)について成り立つので、全微分項を加え
る任意性を除いてカレント同士の Poisson括弧は
{Ju+ξ(σ), Jv+η(σ′)}PB
= −J[u+ξ,v+η]−H (σ)δ(σ − σ
′) + 2 〈u+ ξ, v + η〉 (σ′)∂σδ(σ − σ′)
(2.1.20)
となる。ここで、(2.1.20)式の最後の項のために、カレント代数は閉じていないことに注意
する。これは古典的な関係式であるが、その最後の項はWess-Zumino-Witten模型におけ
るアノマリー項に対応する。一方、TM ⊕ T ∗M 上の内積 〈u+ ξ, v + η〉が消え、カレント
代数が閉じるようなの部分束 L ⊂ TM ⊕ T ∗M を見つけることができる。そのような部分
束 Lは Dirac構造と呼ばれている。これについて 2.2.2節で詳しく説明する。
2.2 一般化幾何学の基本
前節では、非線形シグマ模型における背景のゲージ対称性を調べ、それが生成子の演算と
して表わせることを見た。。このような構造は幾何学的に特徴付けられ、一般化幾何学とし
てまとめられる。ここでは、一般化幾何学に関する基礎事項について復習する。
2.2.1 一般化接ベクトル束
M を D 次元の滑らかな多様体とし、これを弦理論における標的空間に対応させる。一
般化幾何学における基本的な対象は、M 上の接ベクトル束と余接ベクトル束のWhitney
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和 TM ⊕ T ∗M である。これを一般化接ベクトル束と呼ぶ。TM ⊕ T ∗M の代わりに、略
記として TM という表記も用いられる。また、ベクトル場 u ∈ Γ(TM) 及び 1 次形式
ξ ∈ Γ(T ∗M)に対して、TM の切断を形式的な和 u+ ξ または組 (u, ξ)と表すことにする。
TM の切断の集合 Γ(TM)上に、標準的な内積 (canonical inner product) 〈, 〉 : Γ(TM)×
Γ(TM) → C∞(M)、
〈u+ ξ, v + η〉 = 1
2
(ıuη + ıvξ) =
1
2
(
u
ξ
)T (0 1
1 0
)(
v
η
)
(2.2.1)
を自然に定義できる。ただし、ıu はベクトル場 uによる内部積 (interior product)である。
内積を定義する計量は符号 (signature) (D,D) を持ち、TM の構造群は GL(D,D) から
O(D,D)に縮小する。構造群 O(D,D)の生成子 Aは、内積を保存するための条件から、関
係式
〈A(u+ ξ), v + η〉 + 〈u+ ξ,A(v + η)〉 = 0 (2.2.2)
を満たすように定まる。この方程式を解くことによって、Aは一意的に
A =
(
A β
B A−1T
)
(2.2.3)
と分解できる。ここで、行列の構成要素はそれぞれ、A ∈ End(TM)、 B ∈ Γ(∧2T ∗M)、
β ∈ Γ(∧2TM)である。これらの生成子を指数の肩に乗せることによって、O(D,D)の部
分群をなす 3種類の連続変換を定義する。3種類の変換は、A ∈ End(TM) によって生成
される一般線形変換 GL(D)、2次形式 B ∈ Γ(∧2T ∗M)によって生成される B 変換、双ベ
クトル場 β ∈ Γ(∧TM)によって生成される β 変換として知られている。B 変換は 2次形
式 B ∈ Γ(∧2T ∗M)によるベクトル場のシフトとして
eB : u+ ξ 7→ u+B(u) + ξ (2.2.4)
または、同等なものとして(
u
ξ
)
7→
(
1 0
B 1
)(
u
ξ
)
=
(
u
ξ +B(u)
)
(2.2.5)
と定義できる。ただし、B(u + ξ) = ıuB である。2.2.3節で見るように、B 変換はジャー
ブ (gerbe)の接続的な構造 (connective structure)と関係がある。また、2次閉形式によっ
て生成される B 変換は NS-NS H-フラックスのゲージ変換と同一視され、2次形式 B は弦
理論における NS-NS B 場と対応する。同じようにして、β 変換は
eβ : u+ ξ 7→ u+ ξ + β(ξ) (2.2.6)
と定義される。ただし、β(u+ ξ) = ıξβ は 1次形式 ξ による縮約である。
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O(D,D) 変換群の他にも、微分同相写像 f : M → M が多様体M 上に作用している。
この微分同相写像は TM 上に変換 (
f∗ 0
0 f∗−1
)
(2.2.7)
を引き起こす。ただし、f∗ : TM → TM は微分同相写像に対する押し出し (push-forward)、
f∗ : T ∗M → T ∗M は引き戻し (pull-back)である。微分同相写像の TM ⊕ T ∗M 上への作
用を一般化押し出し (generalized push-forward)と呼び、混乱がない限り、一般化押し出し
も f∗ と表すことにする。微分同相写像も一般線形変換 GL(D)と同じように TM → TM、
T ∗M → T ∗M の変換を与えるため、以下ではM に作用する微分同相写像 Diff(M)をファ
イバーに作用する一般線形変換 GL(D)の代わりに考える。
次に、バンドル写像 (bundle map) ρ : TM → TM を
ρ : u+ ξ 7→ u (2.2.8)
と定義する。これはアンカー (anchor) と呼ばれる。指数写像によって、ρ(TM) は被覆
上に局所座標を定める。アンカー ρ を導入したときに、Γ(TM) に作用する変換 Ψ ∈
{Diff(M),Ω2(M),X2(M)} *4の中で
ρ(Ψ(TM)) = ψ(ρ(TM)) (2.2.9)
となるようなアンカー ρを保つ変換のクラスが考えられる。ここで、ψ は適当な微分同相
写像 Diff(TM)の押し出しである。微分同相写像や B 変換は次のように (2.2.9)を満たす
ことが確かめられるので、それらはアンカーを保つ変換だと分かる：
ρ(f∗u+ f∗−1ξ) = f∗u = f∗(ρ(u+ ξ)), (2.2.10a)
ρ(eB(u+ ξ)) = ρ(u+B(u) + ξ) = u = ρ(u+ ξ). (2.2.10b)
一方、β 変換は (2.2.9)を満たさない。実際に、β 変換の下で
ρ(eβ(u+ ξ)) = ρ(u+ ξ + β(u)) = u+ β(ξ) (2.2.11)
となり、β 変換の名残りである最後の項は元のベクトル場 u ∈ Γ(TM) の微分同相写
像として表せない。それゆえ、アンカーと整合性のある変換は微分同相写像と B 変換
Diff(M) n Ω2(M)となる。微分同相写像 Diff(M)と B変換の成す群がそれらの半直積に
なることは容易に確かめられる。
*4 Ωp(M)は p次形式の集合 Γ(∧pT ∗M)を表し、Xp(M)は p次多重ベクトル場の集合 Γ(∧pTM)を表し
ている。
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微分同相写像だけでなく、アンカーと整合性のある変換 Diff(M) n Ω2(M)に対する 1助
変数 (局所) 変換群 (one-parameter group of (local) transformations) を考えられる。パ
ラメータ t ∈ Rに対して、ベクトル場 u ∈ Γ(TM)の積分曲線を表す微分同相写像の 1助
変数変換群 {ft = etu ∈ Diff(M) | t ∈ R}及び 2次形式 B ∈ Γ(∧2T ∗M)が与えられたと
き、Diff(M) n Ω2(M)に対する 1助変数変換群 {ϕt ∈ Diff(M) n Ω2(M) | t ∈ R}を自然
な形 ϕt := et(u∗+B) に定義する。Campbell-Baker-Hausdorffの公式を使うことによって、
この 1助変数変換群は
ϕt = ft∗ exp
(∫ t
0
f∗sBds
)
: Γ(TM) → Γ(TM) (2.2.12)
の形で表される。すると、{ϕt | t ∈ R}は 1助変数変換群の条件式 ϕt ◦ ϕs = ϕt+s を満た
す。これらについて、付録 A.2で示している。M の各点 p ∈M に対して、{ϕt(p) | t ∈ R}
は点 pのまわりで一般化された軌道 (generalized orbit)を描く。
Diff(M) n Ω2(M) に対する 1 助変数変換群を用いることによって、u + B ∈ Γ(TM ⊕
∧2T ∗M)によって生成される一般化 Lie微分 (generalized Lie derivative)は
Lu+B(v + η) = lim
t→0
ϕ−1t (v + η) − (v + η)
t
=
d
dt
(ϕ−1t (v + η)) (2.2.13)
と定義される。この定義式に (2.2.12)を代入すれば、一般化 Lie微分は
Lu+B(v + η) = Lu(v + η) − ıvB (2.2.14)
と表される。ただし、右辺に現れる Lu はベクトル場 uによって生成される微分同相写像に
対する通常の Lie微分である。(2.2.14)において、一項目は微分同相写像、二項目は B 変
換に由来している。さらに、B が 2次完全形式 (exact 2-form) B = dξ ∈ Ω2exact(M)のと
き、u+ ξ ∈ Γ(TM)によって生成される一般化 Lie微分は
Lu+ξ(v + η) = [u, v] + Luη − ıvdξ
def.= [u+ ξ, v + η] (2.2.15)
である。ここで定義した Γ(TM)上の括弧 [, ]は Dorfman括弧と呼ばれ、3次閉形式 H を
除いて 2.1.3節で見た (2.1.18a)と一致する。Dorfman括弧に対する自己準同型写像は、微
分同相写像と 2次閉形式に対する B 変換の半直積 Diff(M) n Ω2closed(M)である [10]。実
際に、一般の B 変換の下で Dorfman括弧は
[eB(u+ ξ), eB(v + η)] = eB [u+ ξ, v + η] + ıvıudB. (2.2.16)
と変形される。従って、2次閉形式 B (dB = 0)による B 変換は、Dorfman括弧の自己準
同型写像になっていることが確かめられる。
26 第 2章 弦理論と一般化幾何学
Dorfman括弧を導入する際、B 変換が 2次完全形式であることを仮定した。2次形式が
完全でない場合についても興味深い。もし 2次形式 B が閉じているならば、Poincaréの補
題より可縮な局所座標系上で B = dξ となる 1次形式 ξ ∈ Γ(TM)が存在する。そのため、
一般化 Lie微分を Lu+B の代わりに、大域的に定義されていない 1次形式 ξ を用いて、局
所的に (2.2.15)で与えられる一般化 Lie微分 Lu+ξ を用いても良い。次に、閉じていない 2
次形式に対する B 変換の例として、H-フラックスが存在する場合が考えられる。この場合
については、2.2.3節で議論する。
以上のことを要約すると、一般化接ベクトル束は 4つの組 (TM, [, ], 〈, 〉 , ρ)にまとめられ
る。ただし、標準的な内積 〈, 〉、Dorfman括弧 [, ]、アンカー ρは
〈u+ ξ, v + η〉 = 1
2
(ıuη + ıvξ), (2.2.17a)
[u+ ξ, v + η] = [u, v] + Luη − ıvdξ, (2.2.17b)
ρ : TM → TM, u+ ξ 7→ u. (2.2.17c)
で与えられる。また、一般化接ベクトル束は、任意の切断 e1, e2, e3 ∈ Γ(TM) 及び関数
f ∈ C∞(M)に対して、次のような関係式を満たす：
C1) [e1, [e2, e3]] = [[e1, e2], e3] + [e2, [e1, e3]]
C2) ρ(e1) 〈e2, e3〉 = 〈[e1, e2], e3〉 + 〈e2, [e1, e3]〉
C3) [e1, e1] = d 〈e1, e1〉
C4) [e1, fe2] = f [e1, e2] + (π(e1)f)e2
C5) ρ([e1, e2]) = [ρ(e1), ρ(e2)]
一般に、ベクトル束 E に対して、ファイバー上に非退化な対称括弧 〈, 〉、Γ(E)上に括弧 [, ]、
バンドル写像 ρ : E → TM が与えられ、4 つの組 (E, [, ], 〈, 〉 , ρ) が条件式 (C1) ∼ (C5)
を満たすときに、その 4 つの組 (E, [, ], 〈, 〉 , ρ) 又は単に E を Courant 亜代数 (Courant
algebroid) と呼ぶ。
ここで、一般化接ベクトル束における Courant亜代数の条件 (C1) ∼ (C5)についてコメ
ントをしておこう。条件 (C1)は Jacobi恒等式に対応する。これは Diff(M) n Ω2closed(M)
が Dorfman括弧の自己準同型写像になっているという既述の事実の無限小バージョンであ
る。条件 (C2)は内積 〈, 〉が O(d, d)不変であることに由来している。条件 (C4)は Liebniz
則を意味し、一般化 Lie 微分が関数の上に微分として作用することを表している。条件
(C5)は、アンカー ρが TM 上の Lie代数に対して準同型であることを意味する。これは、
変換 Diff(M) n Ω2(M)がアンカーと無矛盾であること (2.2.9)に由来している。
興味深い事実として、Courant亜代数の 5つの条件は独立な条件ではない。Courant亜
代数の条件式の中で、独立な条件は (C1) ∼ (C3)の 3つだけであり、(C4)及び (C5)は条
2.2 一般化幾何学の基本 27
件式 (C1)及び (C2)から導くことができる [82, 83]。この証明は、より一般的なアンカー
を持つ Courant亜代数に対して、4章の 4.2.1節で与えている。
最後に、条件 (C3)についてコメントを加える。e1 + e2 ∈ Γ(E)及び e1 − e2 ∈ Γ(E)に
対して Courant亜代数の条件 (C3)を用いれば、(C3)は等価な条件
[e1, e2] + [e2, e1] = 2d 〈e1, e2〉 (2.2.18)
に書き直せる。そのため、条件 (C3)は反対称性の破れを表しており、Dorfman括弧が Lie
括弧でないことを意味する。一般化接ベクトル束 TM 上の Dorfman括弧 (2.2.15)におい
て、この反対称性の破れは 2項目と 3項目に由来する。また、条件 (C3)は次のような等価
な式に書き直すこともできる：
ρ(e1) 〈e2, e3〉 = 〈e1, [e2, e3] + [e3, e2]〉 (2.2.19)
この左辺は、ρ(e1) 〈e2, e3〉 = 〈e1, 2d 〈e2, e3〉〉 と書き直せるので、任意の e1 ∈ Γ(E) に対
して
〈e1, [e2, e3] + [e3, e2] − 2d 〈e2, e3〉〉 = 0 (2.2.20)
を満たすことから、(C3)が導かれる。逆に、(C3)から (2.2.19)が得られることは明らか
である。(2.2.19)は 4章 4.2.1節でより一般的なアンカーを選んだときの Courant亜代数
を考えるときに必要になる。
2.2.2 Dirac構造
Courant 亜代数の特徴の一つとして、Dorfman 括弧が反対称ではない ([e1, e2] 6=
−[e2, e1]) ことが挙げられる*5。これに対して、条件式 (C3) において、反対称性の破
れを示す項が消えるような Courant亜代数 E の部分束 Lを見つけることができる。この
ような構造を Dirac構造と呼ぶ。本小節では Dirac構造についてレビューする。
まず、Courant亜代数 E の部分束 Lがアイソトロピック (isotropic)であるとは、Lが
内積 〈, 〉に関して自己直交している、すなわち、全ての uL, vL ∈ Γ(L)に対して
〈uL, vL〉 = 0　 (2.2.21)
を満たすことを言う。また、部分束 L ⊂ E が包合的 (involutive)であるとは、Lの切断が
Dorfman括弧について閉じている、すなわち、
[Γ(L),Γ(L)] ⊂ Γ(L) (2.2.22)
*5 Courant亜代数の定義において、Dorfman括弧の代わりに、Dorfman括弧を反対称化した括弧を導入し
ても良い。この反対称性を満たす括弧は Courant括弧と呼ばれる。しかし、Courant括弧は、反対称性を
満たす代わりに、Jacobi恒等式 (C1)を満たさない。
28 第 2章 弦理論と一般化幾何学
が成り立つことを言う。このとき、Dirac構造 Lは、Courant亜代数 E の部分束で、最大階
数 (Courant亜代数 E の階数の半分の階数 D) のアイソトロピック (maximal isotropic)、
かつ、包合的であるものとして定義される。部分束 Lがアイソトロピックであるとき、(C3)
における反対称性の破れを示す項は消えるので、Courant亜代数における Dorfman括弧は
Dirac構造 L上への制限によって Lie括弧になる。
Dirac 構造はいくつかの幾何学的な構造を統一し、その中に、複素構造、シンプレク
ティック構造 (symplectic structure)、Poisson構造、葉層構造の概念が含まれる。具体的
な例として、概複素構造 J ∈ End(TM)、プレシンプレクティック構造 ω ∈ Γ(∧2T ∗M)、
pre-Poisson構造 θ ∈ Γ(∧2TM)は、それぞれアイソトロピックな部分束
Γ(LJ) = {u+ iJ(u) | u ∈ Γ(TM ⊗ C)}, (2.2.23a)
Γ(Lω) = {u+ ω(u) | u ∈ Γ(TM)}, (2.2.23b)
Γ(Lθ) = {ξ + θ(ξ) | ξ ∈ Γ(T ∗M)}, (2.2.23c)
を定める。ただし、J2 = −1であり、2次形式 ωは非退化である。さらに、部分束 LJ、Lω、
Lθ が包合的ならば、これらの部分束は Dirac構造となり、複素構造、シンプレクティック
構造、Poisson構造をそれぞれ定義する。より具体的に言えば、それぞれの部分束に対する
包合的な条件は、概複素構造に対して Nijenhuis テンソルが消える条件、プレシンプレク
ティック構造に対して条件 dω = 0、pre-Poisson 構造に対して Jacobi 恒等式を課す。一
方、Dirac 構造の包合性から、アンカー ρ(L) ⊂ TM は Lie 括弧の下で包合的なので*6 、
Frobeniusの定理より分布 ρ(L)は完全積分可能であり、葉層構造 (foliation)を定める。多
様体M 上の葉層構造とは、M が葉と呼ばれる単射はめ込み*7多様体に直和分解できる構造
を指す*8。特に、接ベクトル束 ρ(L)を葉 Lα に制限すれば、ρ(L) |Lα= TLα と表される。
一般化接ベクトル束 TM が与えられたとき、最大階数のアイソトロピックな部分束
L ⊂ TM の例として
L = ∆ ⊕ Ann(∆) (2.2.24)
の形を持つベクトル束を見つけることができる。ただし、∆ ⊂ TM は接ベクトル束 TM
の部分束であり、Ann(∆)は ∆の零化イデアル*9である。部分束 ∆ ⊂ TM が Γ(TM)上
*6 Dirac 構造の包合性から、微分形式についても可積分条件が成り立っていることに注意する。例えば、
Dirac 構造が (2.2.24) で与えられたとき、Dirac 構造の包合性は、基底 ωi ∈ Γ(Ann(∆)) に対して、
dωi =
P
j ωij ∧ ωj ∈ Γ(T ∗M ∧ Ann(∆)) を要請する。ただし、ωij ∈ Γ(T ∗M)である。この条件は、
微分形式に関する可積分条件に対応する。
*7 はめ込み (immersion)とは、写像 f : M → N に対する微分写像 df = f∗ : TM → TN が 1対 1の線形
写像であることを言う。
*8 文献 [75] の意味で、葉層構造における葉の次元が変化するものも許す。すなわち、各点 p における葉に
沿った接空間の次元が一定でなく、それに対応して ρ(L)のファイバーの基底を選んだときに、それらの基
底が線形独立にならない点が存在しても良い。
*9 零化イデアル (annihilator)とは、Ann(∆) = {ξ ∈ Γ(T ∗M) | ξ(u) = 0, ∀u ∈ Γ(TM)}である。
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の通常の Lie括弧に対して包合的で、外微分が d : Ann(∆) → T ∗M ∧Ann(∆)として作用
するとき、アイソトロピックな部分束 Lは Dirac構造となる。最も簡単な Dirac構造の例
として、TM や T ∗M がある。
■Lie亜代数 L上の微分幾何 Dirac構造は Lie亜代数 (Lie algebroid)によって特徴づけ
られる (詳細について [87]を参照)。M 上の Lie亜代数は、ベクトル束 Lで、Γ(L)上に Lie
括弧 [, ]及びアンカーとなるバンドル写像 a : L→ TM が与えられ、任意の u, v ∈ Γ(L) 及
び f ∈ C∞(M)に対して、
[u, fv] = f [u, v] + (a(u)f)v : Leibniz rule (2.2.25a)
a([u, v]) = [a(u), a(v)] : Lie algebra homomorphism (2.2.25b)
が成り立つものとして定義される。Dirac構造が Lie亜代数の構造を持つということは簡単
に確かめられる。ただし、Dirac構造 L上のアンカー a : L → TM は 、Courant亜代数
のアンカー ρ : E → TM を L上に制限したもの ρ|L として与えられる。
Lie亜代数 Lが与えられたときに、Lに基づく外積代数 (exterior algebra) (または、次
数付き代数 (graded algebra)) ⊕i ∧i L を構成できる*10。すると、⊕i ∧i L 上に、一般化
Schouten括弧 (または、Gerstenhaber括弧) [, ]S : ∧pL⊗ ∧qL→ ∧p+q−1L、
[u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vq]S
=
∑
i,j
(−1)i+j [ui, vj ] ∧ u1 ∧ · · · ûi · · · ∧ up ∧ v1 ∧ · · · v̂j · · · ∧ vq (2.2.26)
が定義できる。ただし、ui, vj ∈ Γ(L), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q である。一般化 Schouten括
弧は、u ∈ Γ(∧pL)、v ∈ Γ(∧qL)、w ∈ Γ(∧rL)に対して、次のような関係式を満たす：
G1) [u, v] = −(−1)(p−1)(q−1)[v, u]
G2) [u, v ∧ w] = [u, v] ∧ w + (−1)(p−1)qv ∧ [u,w]
G3) [u, [v, w]] = [[u, v], w] + (−1)(p−1)(q−1)[v, [u,w]]
一方、Lie亜代数 Lの双対なベクトル束 L∗ に対して*11、その外積代数を ⊕i ∧i L∗ とす
る。∧pL∗ の切断を Lの p次微分形式 (L-differential p-form)又は単に Lの p次形式 (L-p-
form)と呼ぶ。このとき、Lie亜代数 L上の微分演算子を線形演算子 dL : ∧pL∗ → ∧p+1L∗
*10 ベクトル束 E に対する外積代数 ⊕i ∧i E を単に ∧E と書くこともある。
*11 Lie亜代数 Lの双対なベクトル束 L∗ は、一般に Lie亜代数になるとは限らない。ここでは、L∗ が Lie亜
代数であるとは仮定しない。
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で、
dLω(u0, · · · , up) =
p∑
i=0
(−1)iuiω(u0, · · · ûi · · · , up)+
∑
i<j
(−1)i+jω([ui, uj ], u0, · · · ûi · · · ûj · · · , up)
(2.2.27)
と定義する。ただし、ui ∈ Γ(L)、0 ≤ i ≤ p であり、ω ∈ Γ(∧pL∗) は写像 Γ(∧pL) →
C∞(M)を与える。微分演算子 dL は次のような性質を満たす：
1. dLω は C∞(M)-多重線形である。
2. 零冪性 d2L = 0を満たす。
3. dL 次数 1の超微分 (superderivation)である。すなわち、
dL(θ ∧ ν) = dLθ ∧ ν + (−1)|θ|θ ∧ dLν (2.2.28)
それゆえ、3つの組 (Γ(∧L∗), ∧, dL)は次数つき微分代数 (differential graded algebra)を
なす。さらに、任意の切断 u ∈ Γ(L)に対して、内部積 ıu : ∧pL∗ → ∧p−1L∗ 及び Lie微分
LLu : ∧pL∗ → ∧pL∗ を
(ıuω)(v1, · · · , vp−1) = ω(u, v1, · · · , vp−1) (2.2.29a)
LLu = ıudL + dLıu (2.2.29b)
と定義する。これらの演算子 (dL, ıu, LLu ) は Cartan 関係式 (または、次数つき Lie 代数
(graded Lie algebra))を成す：すなわち、u, v ∈ Γ(L)に対して、
[dL,LLu ] = 0 (2.2.30a)
{dL, ıu} = LLu (2.2.30b)
[LLu , ıv] = LL[u,v] (2.2.30c)
が成り立つ。ただし、{, } は反交換子 (anti-commutator) を意味する。このとき、次数つ
き代数 Γ(∧L∗)はこの代数の表現になる。さらに、dL、ıu、Lu はそれぞれ次数 +1、−1、
0の超微分で、
dL(θ ∧ ν) = dLθ ∧ ν + (−1)|θ|θ ∧ dLν (2.2.31a)
ıu(θ ∧ ν) = ıuθ ∧ ν + (−1)|θ|θ ∧ ıuν (2.2.31b)
LLu (θ ∧ ν) = LLuθ ∧ ν + θ ∧ LLuν (2.2.31c)
を満たす。
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■一般化積構造 Courant 亜代数 E の部分束 L ⊂ E とその双対ベクトル束 L∗ がどち
らも Dirac 構造であり、E = L ⊕ L∗ と分解するとき、TM = L ⊕ L∗ を一般化積構造
(generalized product structure) と呼ぶ [32]。これは、Lie 双亜代数 (Lie bialgebroid) と
いうものの基本的な例となっている [85]。Courant亜代数 E に対する Dirac構造の双対な
組 (L,L∗)が与えられ、一般化積構造 E = L ⊕ L∗ を持つとき、標準的な内積、Dorfman
括弧、アンカーは
〈u+ ξ, v + η〉 = 1
2
(ıuξ + ıvη), (2.2.32a)
[u+ ξ, v + η] = [u, v] + LLuη − ıvdLξ + [ξ, η] + LL
∗
ξ v − ıηdL∗u, (2.2.32b)
ρ = a+ a∗, (2.2.32c)
と表される。ただし、a、a∗ はそれぞれ L、L∗ に対するアンカーである。(2.2.32a)式は、
内積 〈, 〉 に関する双対なベクトル束 L∗ の定義である。(2.2.32b)式において、非自明な部
分 [u, η] = LLuη − ıηdL∗uは Courant亜代数の定義における条件 (C2)及び (C3)を用いる
ことによって導ける。
■Dirac構造の変形 F を ∧2L∗ の切断とする。このとき、F ∈ Γ(∧2L∗)による Dirac構
造の変形を
Γ(LF ) = Γ(eFL) = {uF = u+ F(u) | u ∈ Γ(L)}, (2.2.33)
と定義する。すると、変形 LF は最大階数のアイソトロピック性を持つ。さらに、LF 上に
包合性を課すことによって、F ∈ Γ(∧2L∗)に対してMaurer-Cartan方程式
dLF +
1
2
[F ,F ] = 0 (2.2.34)
が要請される。このとき、Γ(LF )上の Lie括弧は L⊕ L∗ 上の Dorfman括弧によって与え
られ、
[u+ F(u), v + F(v)] = [u, v] + [u, v]F + F([u.v] + [u, v]F ), (2.2.35)
となる。ただし、u, v ∈ Γ(L)であり、括弧 [, ]F は
[u, v]F = LL
∗
F(u)v − ıF(v)dL∗u = L
L∗
F(u)v − L
L∗
F(v)u− dL∗F(u, v). (2.2.36)
によって定義される。L∗ = T ∗M の場合に、[, ]F は Koszul 括弧と呼ばれる。 また、Lie
亜代数上の外微分の定義より、変形された Dirac構造 LF 上の微分演算子は、
(dLFφ)(u0F , u1F , · · · , upF ) = (dLφ+ [F , φ]) (u0, u1, · · · , up) (2.2.37)
と L 上の切断に関する微分演算子を用いて表すことができる。ただし、φ ∈ Γ(∧pL∗F ) =
Γ(∧pL∗)、 ui ∈ Γ(L)、uiF = ui + F(ui) ∈ Γ(LF ) (i = 0, 1, · · · p)である。
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2.2.3 ジャーブによる捩れ
本小節では、ジャーブ (gerbe)の構造が与えられたときに、一般化接ベクトル束がどのよ
うに変形されるのかについて議論する。
ジャーブは Giraud [76] によって導入された概念で、Brylinski [77] によって広範囲に
渡って議論された。ここでは、Chattergee-Hitchin [78, 79] によって提案されたジャーブ
の単純な記述を用いる。ジャーブに幾何学的な描像を与えるバンドルジャーブ (bundle
gerbe)という枠組みは文献 [80, 81]を参照する。
多様体 M の開被覆 U = {Uα | α ∈ I} 及び各共通部分 Uα ∩ Uβ 上の 2 次閉形式
Bαβ = −Bβα を考える。TM ⊕ T ∗M 上への 2 次閉形式の作用は内積と Dorfman 括弧、
アンカーの対称性なので、各共通部分 Uα ∩ Uβ 上で局所的に Bαβ を作用させることで、
TUα ⊕ T ∗Uα と TUβ ⊕ T ∗Uβ を貼り合わせて新しい Courant亜代数 (E, 〈, 〉 , [, ], ρ)を構
成できる。それぞれの共通部分 Uα ∩ Uβ が可縮となるように開被覆 U を選べば、Poincaré
の補題によって 2次閉形式 Bαβ は 2次完全形式 dAαβ で表すことができる。そのとき、貼
り合わせの条件は Uα ∩ Uβ 上で
uα + ξα ∼= uβ + ξβ + ıuβdAβα (2.2.38)
という条件になる。2次形式 dAαβ は T ∗M |Uα∩Uβ 上に作用しないので、新しいベクトル
束 E を短完全系列
0 // T ∗M
ρ∗ // E
ρ // TM // 0 , (2.2.39)
によって定義できる。ただし、ρ∗ : T ∗M → E は ρ の 〈, 〉 に対する随伴 (adjoint) で、任
意の切断 A ∈ Γ(E)に対して 〈ρ∗(ξ), A〉 = 12 ıρ(A)ξ と定義される。TM は T
∗M と縮約を
取れるので、完全系列 (4.2.8) において ρ∗(T ∗M) ⊂ E を補完するものとして、アイソト
ロピックな分裂 (isotropic splitting) s : TM → E が許される。すなわち、バンドル写像
s : TM → E は 〈s(u), s(v)〉 = 0及び ρ ◦ s = idを満たすように定義される。s(TM)のア
イソトロピック性から、適当な Uα 上の 2次形式 Bα に対して、s(TM)の切断は局所的に
Bα : TUα → T ∗Uα による B 変換
s |Uα : uα 7→ uα + ıuαBα (2.2.40)
として記述される。すると、同一視 E ∼= s(TM) ⊕ ρ∗(T ∗M) の下で、貼り合わせの条件
(2.2.38)は Uα ∩ Uβ 上の条件
Bβ −Bα = dAαβ (2.2.41)
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を意味する。ここで、(2.2.38)の表式において、同一視 E = s(TM) ⊕ ρ∗(T ∗M)の下で s
及び ρ∗ を省略していることに注意する。
M 上の可縮で局所有限な被覆 U = {Uα | α ∈ I}が与えられたとき、3次閉形式H、2次
形式 Bα、1次形式 Aαβ、関数 Λαβγ、整数 nαβγδ*12に対して、Čech-de Rhamの定理より
H = dBα on each Uα (2.2.42a)
Bβ −Bα = dAαβ on each Uα ∩ Uβ (2.2.42b)
Aαβ +Aβγ +Aγα = dΛαβγ on each Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (2.2.42c)
Λβγδ − Λαγδ + Λαβδ − Λαβγ = nαβγδ on each Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ∩ Uδ (2.2.42d)
となるような多重項 (H,Bα, Aαβ ,Λαβγ , nαβγδ)が存在する。ただし、添字 α, β, γ, · · · はそ
れぞれの被覆 Uα, Uβ , Uγ , · · · 上の場であることを意味し、添字の入れ替えについて反対称
である (例えば、Λαβγ = −Λβαγ = · · · 等である。)。3重に重なる共通部分 Uα ∩ Uβ ∩ Uγ
上で、一般化接ベクトル束の貼り合わせ条件 (2.2.38)は、(2.2.42c)から導かれる条件
dAαβ + dAβγ + dAγα = 0 (2.2.43)
と無矛盾である。U(1)に値を持つ関数 gαβγ : Uα ∩ Uβ ∩ Uγ → U(1)を gαβγ = eiΛαβγ と
導入すると、条件 (2.2.42d)は、それぞれの 4重に重なる共通部分 Uα ∩Uβ ∩Uγ ∩Uδ 上の
cocycle条件
gβγδg
−1
αγδgαβδg
−1
αβγ = 1 (2.2.44)
と等価である。Chattergee-Hitchinによって導入されたジャーブは、cocycle条件 (2.2.44)
及び gαβγ = g−1βαγ = g
−1
αγβ を満たす関数 gαβγ : Uα ∩Uβ ∩Uγ → U(1)の集合として定義さ
れる。Chattergee-Hitchinによるジャーブの定義は、多様体上の局所座標系と遷移関数の
集合が直線束を定めることに類似している。
cocycle条件 (2.2.44)はDiracの量子化条件に対応しており、ジャーブはDixmier-Doudy
類と呼ばれる特性類 [gαβγ ] ∈ H2(M,U(1))によって分類される。Čech-de Rhamの定理の
結果として、Diximier-Doudy類は正数係数コホモロジー (integer cohomology) H3(M,Z)
と同型であり、また、H-フラックスは整数係数コホモロジー H3(M,Z) によって分類さ
れる。
一般に、完全系列 (2.2.39) に従う Courant 亜代数 E は、(捩れた) 一般化接ベクトル束
E ∼= TM ⊗ T ∗M で、u, v ∈ Γ(TM), ξ, η ∈ Γ(T ∗M)に対して内部積と (捩れた)Dorfman
*12 Čech-de Rhamの定理において、nαβγδ は一般に整数と限らず、実数としてもよい。しかし、複素直線束
の類似としてジャーブは cocycle 条件 (2.2.44) を満たすものとして定義される。この条件は nαβγδ を整
数に制限する。
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括弧
〈u+ ξ, v + η〉 = 1
2
(ıuη + ıvξ), (2.2.45a)
[u+ ξ, v + η]H = [u, v] + Luη − ıvξ + ıvıuH (2.2.45b)
を持つようなものと同一視できる。4 章 4.2.1 節で議論するより一般的なアンカーを選ん
だときの Courant 亜代数を考えた場合に、対応する証明を付録 C.1 で与えている。ここ
で、H は
H(u, v) := s∗([s(u), s(v)]). (2.2.46)
によって定義されており、(2.2.16) の最後の項に現れる dBα に対応する。Jacobi 恒等式
(C1)を課すことによって、3次形式H は閉形式 (dH = 0)になる。H-フラックスは、一般
化幾何学において接ベクトル空間と余接ベクトル空間の間の “捩れ (twist)”の役割をする。
2.2.1節で議論したのと同じように、3次形式H によって捩れた Dorfman括弧 (2.2.45b)
の解釈のために、一般化 Lie 微分について議論することは有用である。3 次閉形式 H ∈
Ω3closed(M)が存在するとき、ベクトル場 uに対する Lie微分 Lu を作用させると、
LuH = dıuH (2.2.47)
となるため、微分同相写像は一般に H を保たない。H を保つためには、ベクトル場 u
で生成される微分同相写像と同時に 2 次形式 ıuH による B 変換を施す必要がある。そ
のため、一般の B 変換は b := ıuH + B′ と表される。ただし、B′ は任意の 2 次閉形式
B′ ∈ Ω2closed(M)である。特に、2次形式 B′ が完全 2次形式 dξ ∈ Ω2exact(M)によって与
えられるとき、組 u + b によって生成される一般化 Lie 微分は、v + η ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)
上で、
Lu+b(v + η) = [u, v] + Luη − ıvdξ + ıvıuH (2.2.48)
となる。この表式は、3次閉形式 H によって捩れた Dorfman括弧 (2.2.45b)と一致する。
また、B :=
∫ 1
0
f∗s (b)dsに対して、一般化微分同相写像を ϕ = f∗eB とすると、一般化微分
同相写像 ϕは Dorfman括弧の自己同型写像になっている [10]。実際に、このことは
dB = f∗(H) −H (2.2.49)
を満たすことを使って確かめられる。このことから、Dorfman 括弧が満たす条件である
Jacobi 恒等式 (C1) は、TM ⊕ T ∗M 上で Cartan 関係式 [LHu+ξ,LHv+η] = L[u+ξ,v+η]H が
成り立つということを意味する。
このような一般化 Lie微分に関する議論は、3次形式 H の代わりに、局所的に H = dB
と表せる 2次形式 B を考えても行える。2次形式 B に Lie微分 Lu を作用させると、
LuB = ıuH + dıuB (2.2.50)
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となる。このとき、ξ := ıuB に対して右辺に現れる 2次形式を b := ıuH + dξ とおけば、
同じように Dorman括弧と一般化 Lie微分の関係が分かる。
2.2.4 一般化リーマン構造
一般化幾何学において、リーマン構造と B場の情報は一般化リーマン構造 (または、一般
化計量)として組み込まれる。
一般化リーマン構造 (generalized Riemannian structure)[または、一般化計量 (general-
ized metric)]は、最大階数 D を持つ正定値部分束 C+ ⊂ TM ⊕ T ∗M、すなわち、全ての
u+, v+ 6= 0 ∈ Γ(C+)に対して 〈u+, v+〉 > 0を満たすものとして定義される。一方、接ベ
クトル束 TM のアイソトロピック性と一般化計量 C+ の正定値性から、TM と C+ の共通
部分は零切断だけ (すなわち、Γ(TM) ∩ Γ(C+) = {0})である。そのため、一般化計量 C+
は写像 E = g +B : TM → T ∗M のグラフ
Γ(C+) = {u+ = u+ (g +B)(u) | u ∈ Γ(TM)} (2.2.51)
として記述される。ただし、g と B は T ∗M ⊗ T ∗M 上のテンソル場の対称部分と反対称
部分である。C+ の正定値性は 〈u+, u+〉 = g(u, u) ≥ 0 を要請するので、対称テンソル場
g ∈ Sym(T ∗M ⊗ T ∗M)は通常のリーマン計量と同一視できる。一方、反対称テンソル場
B ∈ Γ(∧2T ∗M)は弦理論の NS-NS B 場と同一視できる。実際に、一般化幾何学における
微分同相写像及び B 変換の下で、テンソル場 g 及び B の変換性もリーマン計量や NS-NS
B 場の変換性に一致する。
一般化接ベクトル束 TM ⊕ T ∗M における C+ と直交する補集合は、内積に関して不定
値を持ち、それを C− = C⊥+ と表す。C+ 戸の直交性から、C− の切断はグラフ
Γ(C−) = {u− = u+ (−g +B)(u) | u ∈ Γ(TM)}. (2.2.52)
によって与えられる。このように一般化計量 C± を定めると、一般化接ベクトル束は
TM ⊕ T ∗M = C+ ⊕ C− と分解される。そのため、一般化計量は構造群を O(D,D)から
O(D)×O(D)に縮小させる。ただし、二つのO(D)群はそれぞれC+とC−の回転に対応す
る。各点 x ∈M における計量と B 場は剰余類空間 (coset space) O(D,D)/O(D)×O(D)
のモジュライパラメーターとして特徴付けられる。
一般化計量 C+は、内積 〈, 〉に対して自己随伴で直交自己準同型 (self-adjoint orthogonal
endomorphism) G : TM ⊕T ∗M → TM ⊕T ∗M で、全ての切断 A 6= 0 ∈ Γ(TM ⊕T ∗M)
に対して 〈A,GA〉 > 0となるような写像 Gによっても定められる*13。自己随伴性と直交
*13 写像 Gを一般化計量と呼ぶこともある。
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図 2.1 一般化計量 C+ は、写像 g + B : TM → T ∗M によって定められるグ
ラフによって定義される。
性から G2 = GGT = 1なので、一般化接ベクトル束は Gは ±1の固有値空間に分解でき、
TM ⊕ T ∗M = Ker(1 −G) ⊕ Ker(1 +G)となる。さらに、条件 〈A,GA〉 > 0から、それ
ぞれの固有値空間は正 (負)定値部分束に対応し、C± = Ker(1∓G)と関係づけられる。切
断 u± = u+ (g +B)(u) ∈ Γ(C±)に対して、固有値方程式
Gv± = ±v± (2.2.53)
を解くことによって、写像 G : TM ⊕ T ∗M → TM ⊕ T ∗M は行列表示として
G =
(
−g−1B g−1
g −Bg−1B Bg−1
)
(2.2.54)
と表される。
ここで興味深いことは、準同型写像 Gは弦理論におけるハミルトニアン (2.1.11)の構造
に対応していることである。実際に、ハミルトニアン密度は
H = 〈u+ ξ, G(u+ ξ)〉 =
(
u
ξ
)T (
g −Bg−1B Bg−1
−g−1B g−1
)(
u
ξ
)
(2.2.55)
によって与えられる。特に、局所平坦な座標系 ea に対して、正/負定値部分束 C± の切断
の基底を E±a = ea + (±g + B)(ea) ∈ Γ(C±)ととれる。分解 TM ⊕ T ∗M = C+ ⊕ C− の
下で、一般化接ベクトル束の切断を u+ ξ =: αa+E+a + αa−E−a とすると、ハミルトニアン密
度は
H =
〈
αa+E+a + αa−E−a , αb+E+b − α
b
−E−b
〉
= ηabαa+α
b
+ − ηabαa−αb−
(2.2.56)
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と表せる。ここで、αα± は、C± の切断 E±a を基底として選んだときの係数である。この表
式において、C± の回転に対応する O(D)×O(D)変換の下で、ハミルトニアン密度は不変
になっていることも確認できる。
2.2.5 一般化アイソメトリー
リーマン計量 g ∈ Sym(T ∗M ⊗ T ∗M) 及び B 場 B ∈ Γ(∧2T ∗M) を固定したときに、
Courant自己同型写像 Diff(M) n Ω2closed(M)の中で一般化計量 C+ を不変に保つような変
換を考えられる。そのような一般化計量を保つ変換を一般化アイソメトリー (generalized
isometry)と呼ぶ。また、一般化アイソメトリーを生成する組 u + ξ ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)を
一般化キリングベクトル場 (generalized Killing vector field)と呼ぶ。
それでは、一般化キリングベクトル場の満たすべき条件を調べる。一般化計量 C+ の切
断 v + (g + B)(v) ∈ Γ(C+)上に、一般化ベクトル場 u + ξ ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)に沿った一
般化 Lie微分を作用させると、
Lu+ξ(v + (g +B)(v)) = [u, v] + (g +B)([u, v]) + (Lu(g +B) − dξ)(v) (2.2.57)
となる。u + ξ ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)によって生成される変換の下で一般化計量 C+ を保つた
めには、全てのベクトル場 v ∈ Γ(TM)に対して最後の項が消える必要がある。行列の対称
成分と反対称成分を独立な自由度とみなすと、一般化キリングベクトル場に対する条件
Lug = 0, LuB = dξ (2.2.58)
が要請される。もし B 場が非自明な配位を持ち、H = dB となるような H-フラックスが
存在するとき、一般化キリングベクトル場に対する二つ目の条件は、
LuH = 0 (2.2.59)
を要請する。すなわち、ベクトル場 u ∈ Γ(TM)で生成される微分同相写像の下で、場 g及
び H が不変である。これは、通常のキリングベクトル場の意味に一致する。(2.2.58)の二
式目は、B 場に関するゲージを固定することによって破れた微分同相写像の効果をゲージ
変換の自由度で打ち消し、対称性が保たれることを意味する。
H = dB となる B 場を固定したときに、(2.2.58)の二式目の左辺は、(2.2.50)と同様に
LuB = ıuH + dıuB と書き直せる。従って、(2.2.58)が成り立つためには、
ıuH = dη (2.2.60)
となる局所的な 1次形式 η が存在しなければならない。このとき、一般化キリングベクト
ル場は u + η + ıuB によって与えられる。ここでも、一般化幾何学と非線形シグマ模型の
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間の対応関係を見ることができる。一般化幾何学の枠組みで定義した一般化キリングベク
トル場に対する条件 (2.2.58)及び (2.2.60)は、非線形シグマ模型におけるカレントが保存
するための条件 (2.1.14)と一致している。
一般化キリングベクトル場の意味を調べるために、群多様体 G 上に H-フラックスが
存在する場合を考えてみよう。これは Wess-Zumino-Witten (WZW) 型の背景である。
ea を群 G に対する (左不変な) Maurer-Cartan (MC) 1 次形式とする*14。すると、ea は
Maurer-Cartan (MC) 方程式
dea = −1
2
fabce
b ∧ ec (2.2.61)
を満たす。ただし、fabc は群 G に対する Lie 環 g = TeG の構造定数である。このとき、
WZW型の背景に対応する計量及び H-フラックスは
g = ηabea ⊗ eb, H =
1
3!
fabce
a ∧ eb ∧ ec (2.2.62)
によって与えられる。ただし、ηab は局所平坦な座標系における計量である。このような設
定の下で、キリングベクトル場はMC 1次形式 ea に双対なベクトル場 ea によって与えら
れる。実際に、MC方程式及び Leaeb = −f bacec を用いると、
Leag = 0, ıuH = −ηabdeb (2.2.63)
を満たす。従って、局所的にH = dB となる B 場のゲージを固定すると、一般化キリング
ベクトル場は負定値部分束 C− ⊂ TM ⊕ T ∗M の切断
Ea := ea − ηabeb + ıeaB = ea + (−g +B)(ea) ∈ Γ(C−) (2.2.64)
に他ならない。MC 1次形式 ea に対するMC方程式 (2.2.61)に対応して、キリングベクト
ル場の集合 {ea}は Lie環 gの基底をなし、代数
[ea, eb] = fcabec (2.2.65)
を満たしている。このとき、一般化計量 C+ を保存する一般化キリングベクトル場の集合
{Ea}は、Lie亜代数の生成子をなし、Lie亜代数は
[Ea, Eb] = fcabEc (2.2.66)
によって与えられる。逆に、もしベクトル場 uが計量 g に対する通常のキリングベクトル
場としても、(2.2.64)で定義される一般化ベクトル場 Ea ∈ Γ(C−)が一般化キリングベクト
ル場でなければ、Ea は Lie亜代数を構成しない。言い換えれば、非自明な B 場又は H-フ
ラックスの配位によって対称性を破ることもある。ただし、U(1)アイソメトリーは破れず
に残っている。
*14 群 G の一般の元 g ∈ G 及び Lie 環の生成子 T a ∈ g に対して、左不変な MC 1 次形式は g−1dg =
P
a e
aT a によって定義される。
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2.2.6 T双対性
非線形シグマ模型において、背景に U(1)アイソメトリーがあるとき、その方向に T双対
性をとれることが知られている [5,6]。それに対応させて、一般化幾何学においても T双対
性を定義する。
キリングベクトル場 ea が存在するときに、C− の切断 Ea = ea + (−g + B)(ea)を考え
る。ただし、〈Ea, Ea〉 = 1 を満たすように基底 ea は規格化されているとし、Ea は一般に
一般化キリングベクトル場でなくてもよいとする。局所座標系 Uα 上で、ベクトル場 ea に
沿った T双対演算子 TEa : TUα → TUα を
TEa = id − 2Ea 〈Ea, •〉 (2.2.67)
と定義する。すると、TEa は内積 〈, 〉に関して
〈TEa(v + η), TEa(w + ζ)〉 = 〈v + η, w + ζ〉 (2.2.68)
を満たすので、O(D,D)群の離散的な対称性とみなせる。また、T 2Ea = 1を満たすので、2
回作用させると元に戻る。V ∈ Γ(C+)及び Eb ∈ Γ(C−)に対して、T双対演算子は
TEaV = V, TEaEb =
{−Ea for a = b
Eb for a 6= b
(2.2.69)
と作用する。すなわち、T双対演算子による変換は C− の符号を変え、(2.2.56)を不変に保
つ。これは、弦理論において T双対性の下で右向き運動 (right-moving)の符号を入れ替え
ることに対応する。
ここで、次のようなことに注意する。T双対演算子 TEa は局所的な作用として導入して
いる。一方、アイソメトリーを生成するキリングベクトル場 ea は大域的に定義されるた
め、それぞれの座標系で T双対演算子 TEa も大域的に定義される。そのため、T双対変換
によって、T双対空間上の局所座標系の貼り合わせ条件まで定まる。
一方、Dirac構造の切断 eb +B(eb)及び eb に T双対演算子 TEa を作用させると、
TEa (eb +B(eb)) =
{
ea for a = b
eb +B(eb) for a 6= b
TEae
b =
{
ea +B(ea) for a = b
eb for a 6= b
(2.2.70)
となる。すなわち、T双対演算子は二つの Dirac構造を入れ替える。非線形シグマ模型に
おいて、ベクトル場は pM、1次形式は ∂σXM に対応していたことを思い出すと、T双対
変換は pM と ∂σXM を入れ替える操作に対応する。
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具体的な例として、トーラス TD を考える。このとき、θ 方向の T双対演算子の作用は、
ベクトル場と 1次形式を入れ替える：
∂θ ↔ dxθ (2.2.71)
これは、T双対変換の下で Kaluza-Klein運動量と巻き付き数を入れ替える操作に対応して
いる。添字 i, j, · · · = p + 1, · · ·D − 1方向に T双対をとった後の空間 M̃ 上の一般化計量
C̃+ の切断を
Ṽ+ = ṽM (∂̃M + ẼMNdx̃N ) (2.2.72)
とする。ただし、添字 M,N, · · · = 0, · · · , D − 1 とし、T 双対をとらない方向を添字
a, b, · · · = 0, · · · , pで表す。同一視 (∂a, ∂i, dxa, dxi) ∼= (∂̃a, dx̃i, dx̃a, ∂̃i)の下で、M 上
の背景 E := g +B と T双対空間 M̃ 上の背景 Ẽ = g̃ + B̃ は次のように関係付けられる：
Ẽij = Eij , Ẽaj = −EakEkj ,
Ẽib = EikEkb, Ẽab = Eab − EakEklElb,
(2.2.73)
これらの関係式は Buscher 則として知られる。ただし、Eji は行列 Eji の逆であり、
EkjEji = δki を満たす。θ 方向に沿った T双対に関する Buscher則は
g̃θθ = g−1θθ , g̃θa = g
−1
θθ Bθa, g̃ab = gab − gθθ(gaθgθb +BaθBθb)
B̃θa = g−1θθ gθa, B̃ab = Bab − g
−1
θθ (gaθBθb +Baθgθb)
(2.2.74)
となる。
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第 3章
Dブレーンの幾何学的な解釈と DBI
作用
本章では、D ブレーンに幾何学的な解釈を与え、その枠組みで微分同相写像及び B 場
のゲージ変換の下での場の変換則について議論する。この枠組みで、微分同相写像及び B
場の下での不変性を要請することで、Dブレーンの有効作用を構成する。本章は我々の論
文 [31]で発表した内容である。
3.1 Dirac構造としての Dブレーン
本節では、D ブレーンの世界体積を時空への埋め込みとして記述することから始める。
その枠組みを一般化幾何学に拡張し、Dブレーンが Dirac構造によって特徴付けられるこ
とを議論する。
3.1.1 Dブレーンの埋め込みと葉層構造
まず、Dブレーンを特徴付ける従来の幾何学的な記述について復習しよう。Dpブレーン
の世界体積 Σは p + 1次元の多様体で、写像 ϕ : Σ ↪→ M によって D 次元の標的空間M
に埋め込まれている。さらに、Dブレーンが開弦のスペクトルとして現れるゲージ場と結
合することによって、Dブレーンは接続を持つ複素直線束 lの構造を持つ。これら (Σ, ϕ, l)
によって Dブレーンはトポロジカルに特徴付けられ、Dブレーンの埋め込みや接続は Dブ
レーンに付随するダイナミカルな自由度とみなせる。
以下では、議論を簡単にするために Dブレーン世界体積を Σ = Rp+1、標的空間をユー
クリッド空間M = RD とする。しかし、ユークリッド空間を局所的な構造とみなせば、こ
の章での議論は曲がった多様体にも適用できる。
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まず、Dブレーンを記述する座標系として、静的ゲージ (static gauge) について詳しく
説明する。σa (a = 0, · · · , p)を Dブレーン世界体積 Σの座標、xM (M = 0, · · · , D − 1)
を標的空間M の座標としよう。すると、D ブレーン世界体積 Σ から標的空間M への埋
め込み ϕ : Σ ↪→ M は D 個のスカラー関数 xM (σ) によって指定される。埋め込み ϕ(Σ)
を座標 xM (σ) = (xα(σ), xi(σ)) = (xα(σa), 0) (α = 0, · · · , p, i = p + 1, · · · , D − 1)
によって定めると、ϕ(Σ) は標的空間 M の xi = 0 にある超曲面を表す。さらに、D ブ
レーン世界体積上の座標変換によって xα = σa と同一視でき、超曲面 ϕ(Σ) は xM (σ) =
(xa(σ), xi(σ)) = (σa, 0)によって表される。このような世界体積上の座標の選び方を静的
ゲージと呼ぶ。また、標的空間の中に超曲面 ϕ(Σ)を埋め込む際に、TpΣから Tϕ(p)M への
押し出し (pushforward) (dϕ)σ : TpΣ → Tϕ(p)M が引き起こされることに注意しよう。こ
のとき、点 p ∈ Σに対して、ベクトル va∂/∂σa ∈ Γ(TpΣ)は点 ϕ(p) ∈M におけるベクト
ル va∂a を引き起こす。ただし、略記 ∂a = ∂/∂xa を用いた。
ここまでは、xi = 0にある Dブレーンについて記述したが、一般に Dブレーンは固定さ
れた配位の上でゆらぐことができる。静的ゲージにおいて、そのようなダイナミカルな自
由度は世界体積 Σ上のスカラー場 Φ(σa)によって横断方向のずれとして表される。このゆ
らぎを表すスカラー場 Φ(σa)によって、新しい埋め込み
ϕΦ : Σ ↪→M, (xa(σ), xi(σ)) = (σ,Φi(σ)) (3.1.1)
が与えられる。このとき、ϕΦ(Σ) はM 上の xi = Φi(xa)に埋め込められた新しい超曲面
を表す。先程と同様に、埋め込み ϕΦ は押し出し (pushforward)
(dϕΦ)p : TpΣ → TϕΦ(p)M, v
a ∂
∂σa
7→ va(∂a + ∂aΦi∂i) (3.1.2)
を引き起こすことにも注意する。この表式において、スカラー場 Φi(xa) は D ブレーンの
位置と接ベクトルの基底の両方に現れていることが確認できる。
標的空間の対称性と Dブレーンの関係について調べるために、上述した Dブレーンの描
像を、世界体積 Σについて言及せずに、単に標的空間M の構造として見直したい。そのた
めには、標的空間M の葉層構造 (foliation)について考えることは有用である。葉層構造と
は葉 (leaf)と呼ばれる部分多様体の複製が互いに接触しない様に無限に連なっている様子
を表す。このとき、D ブレーンに巻き付かれた部分多様体 ϕ(Σ) は葉層構造の葉とみなす
ことができる (図 3.1を参照)。また、多様体M 上の葉層構造はM 上の部分束 ∆ ⊂ TM
を特定することによって定まり、部分束 ∆は葉に沿ったベクトル場の集合 ∆ = {va∂a}に
よって与えられる。
逆に、Frobeniusの定理より、M 上の部分束 ∆ ⊂ TM 上で Lie括弧 [, ]が閉じる (包合
的)とき、部分束 ∆ ⊂ TM は多様体M 上に葉層構造を定める。特に、ベクトル束 ∆を特
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定の葉 Σに制限すれば、∆ |Σ= TΣと表せる。ここでは、DブレーンをM 上の幾何学と
して解釈するために、葉層構造が大域的に存在することを要請する。ユークリッド空間だ
けでなく、ミンコフスキー時空の場合にもこの仮定は有効である。同様にして、写像 ϕΦ は
M 上の写像 ϕとは異なる他の葉層構造を定義する。
それでは、スカラー場 Φi(xa)によって生じる埋め込みの変化を、世界体積 Σについて言
及せずに、標的空間M 上の構造の変化として記述しよう。まず、Φ = Φi(xa)∂i ∈ Γ(TM)
を標的空間全体で定義されたベクトル場とし、その係数関数は xi に依存しないとする*1。
スカラー場 Φi(xa) は横断方向のずれを表すため、それを再現するように、M 上のベクト
ル場 Φによって生成される微分同相写像を考える。より具体的に言えば、ベクトル場 Φの
Lie微分 LΦ を用いて微分同相写像を表現し、それを部分束∆ = span{∂a}に作用すること
で、新しい切断
e−LΦ
(
va(xa, xi)∂a
)
= va
(
xa, xi − Φi(xa)
) (
∂a + ∂aΦi∂i
)
(3.1.3)
を得る。この表式は (3.1.2)を多様体M 全体で定義したものに対応しており、ゆらぎ Φi を
含む Dブレーンを特徴付けるような新しい部分束 ∆Φ = e−LΦ∆ = span{∂a + ∂aΦi∂i} ⊂
TM を定める*2。再び、ベクトル束∆Φ を特定の可積分多様体 ΣΦ ⊂M に制限すれば、葉
ΣΦ 上のベクトル束 ∆ |ΣΦ= TΣΦ が得られる (図 3.2を参照)。
図 3.1 葉層構造の概略図。Dブレーンは特定の葉と同一視される。
*1 標的空間M 上のベクトル場 Φ = Φi(xa)∂i ∈ Γ(TM) の係数関数 Φi(xa) をスカラー場と呼ぶこともあ
る。これは Φi(xa) が世界体積 Σ 上のスカラー場であるという意味で用いており、混乱しない様に注意す
る。
*2 (3.1.3) において引数の負の符号について注意する。va(xa, xi) は xi = 0 にピークを持つM 上の関数で
あるとき、va(xa, xi − Φi(xa))は xi = Φi(xa)にピークを持つ関数となる。
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本小節で述べたことを要約すると、Dブレーンの世界体積は葉層構造の葉として記述さ
れ、Dブレーンを横切る方向のゆらぎは葉層構造の変形 (deformation)を与える。次小節
では、このような標的空間における Dブレーンの描像を、一般化幾何学でゲージ場を含む
ような枠組みに簡単に拡張できることをみる。
3.1.2 一般化された埋め込みと Dirac構造
局所座標 (xa, xi)を持つ標的空間M に対して、TM = TM ⊕ T ∗M をM 上の一般化接
ベクトル束 (generalized tangent bundle)とする。一般化接ベクトル束 TM 上に、(2.2.17)
で与えられる内積 〈, 〉及び Dorfman括弧 [, ]、アンカー ρが定義される。
ここでは、前小節で述べた Dp ブレーンの定式化を一般化幾何学の枠組みに拡張する。
より厳密に言えば、これは、葉層構造を定める部分束 ∆ = span{∂a} ⊂ TM の代わりに、
Dirac 構造 L = ∆ ⊕ Ann(∆) = span{∂a, dxi} ⊂ TM を導入することによって行われる
(Dirac構造については 2.2.2節を参照する。)。ただし、Ann(∆)は内積 〈, 〉に対する∆の
零化イデアル (annihilator)である*3。Dirac構造 Lの切断は
VL = va(x)∂a + ξi(x)dxi ∈ Γ(L) (3.1.4)
によって与えられる。また、Lの双対ベクトル束は L∗ = Ann(∆)∗ ⊕ ∆∗ = span{∂i, dxa}
であり、その切断は
VL∗ = vi(x)∂i + ξa(x)dxa ∈ Γ(L∗) (3.1.5)
図 3.2 ゆらぎはベクトル場 Φによって生成される微分同相写像を使うことによって記述される。
*3 Ann(∆) := {ξ ∈ Γ(T ∗M) | 〈ξ, u〉 = 0, ∀u ∈ Γ(∆)} によって定義される。
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となる。2.2.2 節の Dirac 構造の定義から、二つの部分束 L 及び L∗ が Dirac 構造である
ことは容易に確かめられる。TM 上の内積 〈, 〉 に対して、双対ベクトル束 L∗ は一般化接
ベクトル束 TM における L の補完物とみなせるため、2.2.2 節で説明した一般化積構造
(generalized product structure) TM ⊕ T ∗M = L⊕ L∗ が定義される。
一般化接ベクトル束 TM 上のアンカー ρ : TM → TM によって、Dirac構造 Lは部分束
∆ = ρ(L)を定める。Frobeniusの定理より、Dirac構造の (Dorfman括弧に関する)包合
性から分布 ∆は完全積分可能であり、葉層構造を定める。そのため、Dirac構造 Lは、D
ブレーンを葉層構造の葉として特徴付けることを許す。例えば、接ベクトル束 TM は D9
ブレーンを定める Dirac構造、余接ベクトル束 T ∗M は D-インスタントン (D(-1)ブレー
ン) を定める Dirac 構造に対応している。特に、L の切断が (3.1.4) の形に表されるとき、
Dirac構造 Lは前小節で議論した静的ゲージの役割をする。
D ブレーンが Dirac 構造によって特徴付けられることを見るために、次にゆらぎを
Dirac 構造に組み込むことに興味がある。スカラー場 Φ = Φi(xa)∂i と 1 次形式のゲー
ジ場 A = Aa(xa)dxa を一般化ベクトル場 Φ + A ∈ Γ(L∗) に統合する。ここでも、係数
関数は xi に依存しないと仮定し、xi 方向に場は一様な配位をとっているとする。ゆらぎ
Φ +A ∈ Γ(L∗)を組み込むために、微分同相写像と B場のゲージ変換 Diff n Ω2exact(M)に
対する一般化 Lie微分 LΦ+A を考えることは自然である。それを Lに作用させることで、
新しい Dirac構造
LF = e−LΦ+AL ⊂ TM (3.1.6)
が得られる。この切断は
V = va(x)
(
∂a + ∂aΦi∂i + Fabdxb
)
+ ξi(x)
(
dxi − ∂aΦi∂i
)
(3.1.7)
という形を持つ。ただし、Fab = ∂aAb − ∂bAa はゲージ場 Aa の場の強さ (field strength)
である。LF の表記法として用いられている下付き添字 F は、一般化ベクトル場 Φ + Aに
対する一般化場の強さ (generalized field strength)を表している (これについて次の小節で
説明する)。場の強さに対する Bianchi恒等式 dLF = 0を用いることで、LF が Dirac構造
となることは容易に確かめられる。
一方、Φ +A ∈ Γ(L∗)の作用の下で双対ベクトル束 L∗ は変わらないことに注意する。要
するに、e−LΦ+AL∗ = L∗ となる。そのため、和 LF ⊕ L∗ は一般化された接ベクトル束の
全空間を再構成し、一般化された積構造 TM = LF ⊕L∗ を損なわない。言い換えると、ゆ
らぎ Φ +A ∈ Γ(L∗)は一般化された積構造の変形とみなせる。
一般化接ベクトル束 TM のアンカー ρ : TM → TM によって、Dirac構造 LF は接ベク
トル束 ρ(LF ) = span{∂a + ∂aΦi∂i} = ∆Φ を与える。再び Frobeniusの定理を用いると、
Dirac 構造の包合性から ∆Φ は完全可積分であるので、LF は L と異なる新しい葉層構造
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図 3.3 Dirac 構造 LF の定める葉に沿った接ベクトルの基底 ∂̃a と垂直
方向の余接ベクトルの基底 dyi に対する概略図。
を定める。このとき、Dブレーンの世界体積は変形された葉層構造の葉によって記述され
る。変形された Dirac構造は LF = eF (∆Φ ⊕Ann(∆Φ))という構造を持ち、新しい座標を
ya = xa、yi = xi − Φi(xa)とすると、∆Φ ⊕ Ann(∆Φ)の基底は
∂
∂ya
= ∂a + ∂aΦi∂i =: ∂̃a, dyi = dxi − ∂aΦidxa (3.1.8)
と表される。図 3.3でみるように、各点 p ∈M に対して、前者の ∂̃a は Dブレーン (葉)に
沿った方向の接ベクトルを表し、後者の dyi は Dブレーン (葉)に垂直な方向の 1次形式を
表している。
最後に、次のことに注意をしておこう。一般の標的空間M とその被覆 {Uα}に対して、
Φ + Aはそれぞれの被覆 Uα 上で局所的にのみ定義されていると考えてられる。そのため、
場 Φ + Aは大域的に非自明な配位を持つこともできる。そのような場合には、各被覆の共
通部分上で一般座標変換とゲージ変換を用いて貼り合わせる必要がある。
3.1.3 一般化接続
ここでは、組 A+ Φ ∈ Γ(L∗)は接続 1次形式の一般化とみなせることを示す。2.2.2節で
見たように、前小節で定義した Dirac構造 Lは自動的に Lie亜代数の構造を持つ。一般に、
Lie亜代数 Lが与えられたとき、L上の微分代数 (Γ(∧L∗), dL)を構成できる [85]。今の場
合、L上の外微分は局所的に dL = dxa∂a と表せる。すると、ベクトル束上の Lに沿った
接続はこの微分構造に対する Leibniz則を満たすように定義できる。すなわち、複素直線束
V →M に対して、ベクトル束 V 上の一般化された接続 (generalized connection) D を線
3.1 Dirac構造としての Dブレーン 47
形写像
D : Γ(V ) → Γ(V ⊗ L∗) (3.1.9)
で、全ての s ∈ Γ(V )、f ∈ C∞(M)に対して Leibniz則 D(sf) = D(s)f + s⊗ (dLf) を満
たすものとして定義する。
具体的に、A + Φ ∈ L∗ に対して、一般化接続を D = dL + A + Φ : V → V ⊗ L∗ と書
く。局所座標系において、Γ(L)の基底 ∂a 及び dxi に沿った共変微分は
Da ≡ D∂a = ∂a +Aa, (3.1.10a)
Di ≡ Ddxi = Φi (3.1.10b)
である。このとき、V,W ∈ Γ(L) に対して、一般化場の強さ (generalized field strength)
を一般化接続 D を用いて
F(V,W ) = [DV ,DW ] −D[V,W ]. (3.1.11)
と定義する。これは、成分表示において
Fab = Fab = ∂aAb − ∂bAa, F ja = ∂aΦj , F ib = −∂bΦi, Fji = 0 (3.1.12)
または、同等の式として
F = 1
2
Fabdx
a ∧ dxb + ∂aΦidxa ∧ ∂i ∈ Γ(∧2L∗) (3.1.13)
と表せる。
一般化場の強さを用いると、(3.1.6)における Dirac構造は写像 F : L → L∗ のグラフと
して、LF = eF (L) = {V + F(V ) |V ∈ Γ(L)} と表せる。実際に、このグラフの切断は、
V = va∂a + ξidxi ∈ Γ(L)に対して、
V + F(V ) = va(x)(∂a + ∂aΦi∂i + Fabdxb) + ξi(x)(dxi − ∂aΦidxa) ∈ Γ(LF ),
(3.1.14)
と表され、(3.1.7)と一致している。一方、F による変形の下で L∗ は不変であることに注
意する。すなわち、F(L∗) = 0のため、L∗F = L∗ となる。これらの構成から、ゲージ場 A
は Lによって定められる葉の上に定義される U(1)接続を表している。実際に、Dirac構造
LF を不変に保つような U(1)ゲージ対称性 A → A+ dLλが存在する。このゲージ場を L
の葉上に引き戻すことによって、L上のゲージ場は Dブレーン上のゲージ場と同一視され
る。一方、スカラー場 Φは Lの葉層構造を LF の葉層構造に移すための接続を意味する。
ここで見たことは、一般化接続によって Dirac構造を変形することで、ゆらぎ Φ + Aを
含む新しい Dirac構造を構成できるということである。一方、2.2.2節で見たように、任意
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の Lie亜代数 Lとテンソル場 F ∈ Γ(∧2L∗)が与えられたとき、グラフ LF = {V +F(V ) |
V ∈ L} が Courant 亜代数 L ⊕ L∗ に対する Dirac 構造になるための条件は、テンソル
場 F ∈ Γ(∧2L∗) が Maurer-Cartan 方程式 dLF + 12 [F ,F ] を満たすことである [85]。た
だし、二項目の括弧 [, ] は (2.2.26) によって定義される Γ(∧L∗) 上の一般化 Schouten 括
弧である。そのため、Aa 及び Φi が xi に依らないという仮定は、変形 Dirac 構造を定義
する条件より強い条件となる。LF を単に Dirac 構造とみるだけならば、我々が要請して
いる仮定を緩められる。任意のゆらぎ Φ + A に対して、二つの条件 ∂i(∂aΦj) = 0 及び
∂̃aFbc + ∂̃bFca + ∂̃cFab = 0を満たせば、一般に LF は Dirac構造となる (付録 ??を参照)。
次節以降の解析は、これら二つの条件を満たす Φ + A について有効である。変形による
Dirac 構造の構成は任意の多様体 M に対して大域的にできる。結果として、変形された
Dirac構造は場の強さ F による B変換を用いて、LF = eF (∆Φ + Ann(∆Φ))と表される。
ただし、 ∆Φ = span{∂̃a = ∂a + ∂aΦi∂i}である。
要約すると、Dブレーンを許す時空は Dirac構造 Lによって特徴づけられ、Dブレーン
上のゆらぎは Dirac 構造の変形 F とみなすことができる。この変形 F は、一般化された
Lie 微分の作用としても、一般化場の強さのグラフとしても定式化できる。これは、D ブ
レーンのスカラー場 (埋め込み)とゲージ場 (接続)が同等に扱うことができることを意味す
る。この Dirac構造を定めることによって、標的空間に可能な Dブレーンの「形」を定義
する。次節では、特定の葉を選ぶことによって自発的な対称性の破れを引き起こすという
ことを議論する。
3.2 Dirac構造の対称性
本節では、Dブレーンを定める Dirac構造 LF に対して、標的空間の持つ対称性がどの
ような役割をするのかについて調べる。特に、葉層構造を特定することや葉を選ぶことに
よって、微分同相写像の階層的な自発的対称性の破れが生じることを明らかにする。さら
に、自発的対称性の破れに関して、微分同相写像に付随して現れる U(1)ゲージ変換を含む
ような一般化についても議論する。このとき、破れた対称性の下でスカラー場及びゲージ
場は非線形変換することを示す。
3.2.1 Dirac構造を保つ対称性
一般化された接ベクトル束 TM の対称性変換群は微分同相写像と B 変換の半直積
Diff(M)nΩ2closed(M)であった。Poincaréの補題によって、M = RD 上で 2次閉形式は完
全形式としても表わせるため、B変換は B場のゲージ変換 δB = dΛとして表せる。それゆ
え、Diff(M)nΩ2closed(M)の無限小変換の生成子はベクトル場と 1次形式の組 ε+Λ ∈ TM
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であり、一般化された接ベクトル束 TM 上に一般化された Lie微分 −Lε+Λ として作用す
る。ただし、1次完全形式 Λ = dλは自明な変換であり、新たな変換を生成しないことに注
意する。また、一般化積構造 TM = L⊕ L∗ の下で、生成子 ε+ Λを
ε = ε‖ + ε⊥ = εM∂M = εa∂a + εi∂i
Λ = Λ⊥ + Λ‖ = ΛMdxM = Λidxi + Λadxa.
(3.2.1)
と分けておくと便利である。ここで、εL := ε‖ + Λ⊥ ∈ Γ(L) 及び εL∗ := ε⊥ + Λ‖ ∈ Γ(L∗)
とする。
まず、Dirac構造 Lを保つようなDiff(M)nΩ2closed(M)の部分群として、L−Lε+ΛL = L
を満たす生成子 ε+ Λを探したい。そのため、Dirac構造 L上に作用する一般化された Lie
微分 Lε+Λ について調べよう。Dirac構造 Lの切断を
V = va(x)∂a + ξi(x)dxi ∈ Γ(L), (3.2.2)
とすると、Γ(L)上への一般化された Lie微分の作用は
Lε+ΛV = [εL, V ] + LL
∗
εL∗
V − ıV dLεL∗
= (εM∂Mva − vb∂bεa)∂a + (εM∂Mξi + ξj∂iεj − vb∂[bΛi])dxi
− vb∂bεi∂i + (ξj∂aεj − vb∂[bΛa])dxa
(3.2.3)
となる。この表式から、LεLV = Lε‖+Λ⊥V は常に L にあることが分かる。このことは、
Dorfman括弧に対する Dirac構造 Lの包合性に起因する。一方、LεL∗V = Lε⊥+Λ‖V は一
般に L∗ 成分を生成する。しかし、dL∗εL∗ = 0、または同等な条件式として ∂bεi = 0 及び
∂[bΛa] = 0を満たすときに限り、Lε⊥+Λ‖V も Lの成分に保たれる。
(εa, εi)によって生成される微分同相写像のうち ∂bεi = 0を満たすようなものは、葉層構
造を保つようなものに他ならない。そのため、葉層構造を保つ微分同相写像を Fdiff(M,L)
と表すと、標的空間上に Dirac 構造 L を考えることによって、対称性は Diff(M) から
Fdiff(M,L)に破れている。Fdiff(M,L)は葉層構造 Lを保つ一方、ある葉を他の葉に移す
εi による変換も含んでいる。例えば、Fdiff(M,L)は εi = const.によって生成される大域
的な並進対称性を含み、それによって葉を横断する方向 (xi 方向)に動かす。そのため、D
ブレーンとして点 p ∈ M 上の葉 Lp を特定することによって、Diff(M)はさらに葉 Lp を
保つ微分同相写像に自発的に対称性が破れる。これは、ε⊥ |Lp= 0によって指定される変換
で、それを LDiff(M,Lp) と表す*4。このとき、次小節で見る非線形表現の議論によって、
*4 一般に、Ldiff(M, L)は Fdiff(M, L)の部分群でないことに注意する。例えば、εa (εi = 0)によって生成
される Fdiff(M, L) の部分群はそれぞれの葉をそれ自身に写像する微分同相写像である。そのため、この
ような変換は 1枚の葉を保つ条件としては強すぎる。
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スカラー場 Φi は破れた並進対称性に対する Nambu-Goldstone (NG)ボソンとして現れる
と理解できる。
一方、一般化幾何学の枠組みにおいて、B 場のゲージ変換は微分同相写像と同じ様な
構造として組み込まれている。例えば、(3.2.3) において ∂[aΛb] = 0 (または同等な条件
dLΛ‖ = 0) を満たす 1 次形式 (Λi,Λa) で生成されるゲージ変換は Dirac 構造 L を保ち、
Fdiff(M,L)と組になると考えられる。特に、スカラー場と同じ様に、Dirac構造を保つよ
うな変換のなかに定数 Λa による大域的なゲージ変換を含む。D ブレーンを定めることに
よって、この変換はゲージ場の真空期待値 〈Aa〉をずらすような変換となるため、ゲージ場
Aa はこの対称性に由来する NG ボソンとみなせる。このような NG ボソンとしての振る
舞いは、次節でスカラー場とゲージ場に対する非線形変換則を導くことによって、より明
らかになる。ゲージ場が存在するとき、1次完全形式 Λ = dλによる隠れた対称性は U(1)
ゲージ対称性として解釈できる。
3.2.2 非線形変換則
ここでは、微分同相写像と B 場のゲージ変換の下でスカラー場とゲージ場 Φ + A に
対する非線形変換則を導く。これを実行するためには、次の様に考えれば良い。一般に、
Diff(M) n Ω2closed(M) は Courant 亜代数に対する自己同型写像であるため、ある Dirac
構造を他の Dirac 構造に写像することを保証する。一方、任意の Dirac 構造はある写像
F : L → L∗ のグラフ LF = L + F(L)として表される。これらの事実を組み合わせると、
Diff(M) n Ω2closed(M)は Dirac構造 LF を他の Dirac構造 LF ′ に写像すると考えられる。
これによって、テンソル F ∈ Γ(∧2L∗)に対する変換則を決められる。
次節で、一般化計量 (generalized metric) を導入した場合にも適用できる様に、一般の
テンソル場に対する非線形変換の公式を導こう。詳細については付録 B.1 を参照するこ
とにし、ここでは概念について述べる。まず、Dirac構造 Lに対して、一般のテンソル場
T ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗) を与えることで、写像 T : L → L∗ のグラフ LT := L + T (L) が一つ
定まる。このグラフ LT は L ⊕ L∗ の部分束で、一般に Dirac 構造になっていなくても良
い*5。上で述べたように変換 Diff(M) n Ω2closed(M)の下でのテンソル場の変換則を調べた
いので、V ∈ Γ(L)に対して定義された LT の切断 VT := V + T (V ) 上に一般化 Lie微分
−Lε+Λ を作用させてみる。すると、その結果として VT − Lε+ΛVT は一般に LT の切断に
なっておらず、新しいテンソル場 T + δT のグラフ LT+δT ⊂ L⊕ L∗ を定める。すなわち、
*5 実際に、一般化された計量は正定値性を持つため、Dirac構造にならない。
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図 3.4 一般化計量 C+ を定義するテンソル t ∈ Γ(L∗⊗L∗)と変形されたDirac
構造 LF を定義するテンソル F に対する非線形変換 δt, δF ∈ Γ(L∗ ⊗L∗)の定
義。それらの非線形変換則は V + δV ∈ Γ(L)の像によって与えられる切断から
導かれる。
切断 V + T (V )の変化を
−Lε+Λ(V + T (V )) = −Lε+ΛV − Lε+Λ(T (V ))
def.= δV + T (δV ) + (δT )(V ).
(3.2.4)
の形に書き直すことで、テンソル場の変化 δT ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗) が定義される (図 3.4 を参
照)。ここで、無限小変換された切断を L 方向に射影することによって定まる水平方向の
シフトを δV ∈ Γ(L) とおいた。(3.2.4) における最初の二つの項は LT に沿ったシフトを
表しており、δT ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗) を含む残りの項は LT からの変形を表している。Dirac 構
造 LF = e−LΦ+ALに対しても、同じ公式を導くことができる。この場合、計算は交換関係
[Lε+Λ,LΦ+A]に還元する。
付録 B.1の結果 (B.1.5)から、変換 Diff(M) n Ω2closed(M)の下でのテンソル場 F に対
する変換則
δFab = −εM∂MFab − ∂aεcFcb −Fac∂bεc − ∂[aΛk]Fkb + F ka ∂[kΛb] (3.2.5a)
−F ka ∂kεcFcb + Fac∂kεcFkb −F ka ∂[kΛl]F lb + ∂[aΛb],
δF ja = −δFja = −εM∂MF ja − ∂aεcF jc + F ka ∂kεj −F ka ∂kεcF jc + ∂aεj , (3.2.5b)
または、同等な式
δFab = (∂[a + F j[a ∂j)(Λb] − ε
cFcb] − ΛkFkb]) − (ε
k − εcF kc )∂kFab, (3.2.6a)
δF ja = (∂a + F ia ∂i)(εj − εcF jc ) − (εk − εcF kc )∂kF ja (3.2.6b)
が導かれる。(3.1.12)を使って xi = Φi(xa)の葉上で (3.2.6)の式を評価すると、ゲージ場
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とスカラー場に対する変換則
δAa = Λa − εcFca + Λk∂aΦk, (3.2.7a)
δΦi = εi − εc∂cΦi, (3.2.7b)
を読み取れる。ここで、εc と Λk を含む項は破れていない対称性を表しており、それらは
葉 (世界体積)に沿った通常の微分同相写像と葉上に誘導される破れていない B場のゲージ
変換に対応する*6。期待していたように、(3.2.7)において破れていない対称性の変換性は
場 Aa と Φi の線形で現れている。一方、(3.2.7) の 1 項目はそれぞれ非斉次な項になって
おり、破れた対称性の生成子に対応している。すでに述べたように、スカラー場 Φi は大域
的な並進対称性の破れに対する NGボソンであり、この公式 (3.2.7b)は NGボソンに対す
る非線形変換則を正確に再現している。同じ様にして、ゲージ場は破れた大域的な B場の
ゲージ変換に対する NGボソンであると結論づけられる。
ここで留意すべき点は、これらの変換則が [29, 30]における非線形表現された Poincaré
対称性の拡張になっていることである。それらは世界体積 Σ上の場の理論の中で相殺する
微分同相写像 (compensating diffeomorphism)を使って導かれる。我々の方法では、これ
を純粋な幾何学的な枠組みで再現し、されに拡張した。特に、ゲージ場を幾何学的な構造と
して解釈できるようになり、ゲージ場をスカラー場と同じように扱うことが可能になって
いる。
3.3 一般化計量の追加
前節では、Dブレーンや開弦と関連する幾何学的な構造を解析した。それと独立に、2.2.4
節で導入した閉弦に由来する一般化リーマン構造がある。本節ではそれら両方の構造を同
時に考える。
3.3.1 Dブレーンから見た一般化計量
グラフ C+ = {u+ (g +B)(u) | u ∈ Γ(TM)}によって与えられる一般化計量については
2.2.4節で調べた。ここでは、接ベクトル束だけでなく、他の Dirac構造にも同じ議論が適
用できるということを主に見る。これが可能となる理由は、Dirac 構造 L 及び双対 Dirac
構造 L∗ がアイソトロピックであるため、共通部分 L ∩ C+ 及び L∗ ∩ C+ が零切断だけで
あるからである。そのため、適切な t ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗)に対して、一般化リーマン構造は写像
t : L→ L∗ のグラフ C+ = {V + t(V ) | V ∈ Γ(L)}としても常に記述できる。
*6 U(1) ゲージ変換 Aa → Aa − ∂a(εcAc) を使うことによって、−εcFca の項を通常のテンソルの変換則
−εc∂cAa − ∂aεcAc に書き換えられる。
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今の場合に、Dirac構造 Lが与えられたとき、C+ の切断は
V+ = va(∂a + t ja ∂j + tabdx
b) + ξi(dxi + tibdx
b + tij∂j) ∈ Γ(C+) (3.3.1)
と書ける。C+ の切断は (3.3.1) と表されるだけでなく、u + (g + B)(u) と表すこともで
き、同じ切断の異なる表現とみなせるので、それらは同一視される。これによってテンソル
t ∈ Γ(∧2L∗)は定まり、E = g +B ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M)に対して関係式
tij = Eij , t ja = −EakEkj ,
tib = E
ikEkb, tab = Eab − EakEklElb.
(3.3.2)
が得られる (証明については §B.2を参照)。ここで、Eij は Eij の逆行列で、EijEjk = δki
を満たす。
これらの関係式 (3.3.2)は、T双対性の下で背景場 E = g + B の変換を与える Buscher
則 [5,6]に類似した関係式である。しかし、T双対性の変換は一般に二つの異なる時空間の
写像であり、それはベクトルと 1 次形式の基底を交換する操作 (2.2.6 節を参照) であるた
め、(3.3.2)式は厳密には T双対性ではない。T双対性の下で、上付き添字と下付き添字を
読み替える必要がある。例えば、(3.3.2)において上付き添字 i, j を下におろすことによっ
て、場 tMN を T双対多様体 M̃ 上のテンソル場 t ∈ Γ(T ∗M̃ ⊗ T ∗M̃)とみなせる。一方、
(3.3.2)は、T双対性を考えておらず、Dirac構造上では計量 gと B場 B が混ざっているこ
とを表している。
2.2.4節の (2.2.54)で与えられる自己準同型 Gを L⊕L∗ の基底における行列として書き
直す。切断 u± = u+ (±s+ a)(u) ∈ Γ(C±)に対して固有値方程式 Gu± = ±u± を解くこ
とによって、Gの行列表示
G =
(
−s−1a s−1
s− as−1a as−1
)
, (3.3.3)
を得る。ただし、テンソル場 s及び aは、それぞれテンソル場 t = s+ aの対称部分と反対
称部分である。一般化計量 Gを Lに制限することによって、L上に新しい正定値対称テン
ソル場 s− as−1a ∈ Sym(L∗ ⊗ L∗)が得られる。これはゆらぎを含まない Dブレーンから
みた計量の候補となりうる。
この描像で、ゆらぎを含めることは一般化場の強さ F を使うことによって直接的に行え
る。一般化計量 C+ を Dirac構造 LF から見ることによって、テンソル場 tF : LF → L∗F
のグラフ C+ = LF + tF (LF ) として考えよう。このとき、一般化計量 C+ の切断は、
u ∈ Γ(L)に対して
u+ F(u) + tF (u+ F(u)) = u+ (tF + F)(u), (3.3.4)
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と表わせる。ここで、F(u) ∈ Γ(L∗)のため、tF (F(u)) = 0となることを使った。(3.3.4)
の表式における一般化ベクトル場は、写像 t : L→ L∗ によるグラフ u+ t(u)と同一視でき
るため、tF = t− F と表せる。ゆえに、Dブレーン上の一般化場の強さは常にテンソル場
a ∈ Γ(∧2L∗)のシフトとして現れる。このことは、演算子 Gを写像 LF ⊕L∗F → LF ⊕L∗F
として、
G =
(
−s−1(a−F) s−1
s− (a−F)s−1(a−F) (a−F)s−1
)
. (3.3.5)
と記述できることにも現れている。Gを F に制限すれば、LF 上の計量として
sF
def.= s− (a−F)s−1(a−F) ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗), (3.3.6)
が与えられる。この計量は 3.4節で DBI作用について考えるときに中心的な役割をする。
3.3.2 一般化計量の変換則
DBI 作用の議論に入る前に、一般化リーマン構造 C+ ⊂ TM を Courant亜代数の対称
性 Diff(M) n Ω2closed(M)で変換したときの応答について調べる。
計量 g と B場 B は、標的空間M 上の階数 2のダイナミカルなテンソル場である。それ
ゆえ、E = g +B の無限小変換 δE は一般化 Lie微分の作用によって、成分として
δEMN = −εL∂LEMN − ∂M εLELN − EML∂N εL + ∂[MΛN ] (3.3.7)
と与えられている。
一方、一般化計量 C+ は写像 t : L → L∗ のグラフとしても定義されている。このとき、
3.2.2節で議論したように、C+ に一般化 Lie微分 Lε+Λ を作用させ、その結果をテンソル
場 tの非線形変換として書き直せる。結果として、非線形変換則は成分表示において (付録
B.1.5において、テンソル場 T を tに置き直したもの)
δtab = −εM∂M tab − ∂aεctcb − tac∂bεc + ∂[kΛa]tkb + t ka ∂[kΛb]
− t ka ∂kεctcb + tac∂kεctkb − t ka ∂[kΛl]tlb + ∂[aΛb], (3.3.8a)
δt ja = −εM∂M t ja − ∂aεct jc + t ka ∂kεj + ∂[kΛa]tkj
− t ka ∂kεct jc + tac∂kεctkj − t ka ∂[kΛl]tlj + ∂aεj , (3.3.8b)
δtib = −εM∂M tib + ∂kεitkb − tic∂bεc + tik∂[kΛb]
− tik∂kεctcb + tic∂kεctkb − tik∂[kΛl]tlb − ∂bεi, (3.3.8c)
δtij = −εM∂M tij + ∂kεitkj + tik∂kεj
− tik∂kεct jc + tic∂kεctkj − tik∂[kΛl]tlj . (3.3.8d)
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と表せる。非線形変換則の形は複雑に見え、一目見ただけではそのような変換則が現れる
とは予想できない。しかし、上の変換則 (3.3.7)と無矛盾であることを確かめられる。実際
に、次のような可換図式
E
ε+Λ //

E + δE

t
ε+Λ
// t+ δt
(3.3.9)
が成り立つことを示せる。ここで、縦方向の矢印は関係式 (3.3.2)によって与えられる写像
を表している。横方向の矢印は ε+ Λによって生成される微分同相写像と B場のゲージ変
換である。δt の表式において、非線形な項が現れる理由は、単に基準座標系として Dirac
構造を固定しているためである。ここで、Lの変換で破れている部分 (L∗ にはみ出る部分)
がテンソル tに吸収されている。そのため、そのような非斉次な変換則は標的空間における
任意のテンソル場に現れる一般的な特色である。
二つの結果 (3.2.5)及び (3.3.8)を組み合わせることによって、テンソル場 tF = t−F に
対する変換則は
δtFab = −εM∂M tFab − ∂aεctF cb − tFac∂bεc + ∂[kΛa]tFkb + tF ka ∂[kΛb]
− t ka ∂kεctcb + tac∂kεctkb − t ka ∂[kΛl]tlb (3.3.10a)
+ F ka ∂kεcFcb −Fac∂kεcFkb + F ka ∂[kΛl]F lb,
δtF
j
a = −εM∂M tF ja − ∂aεctF jc + tF ka ∂kεj + ∂[kΛa]tFkj
− t ka ∂kεct jc + tac∂kεctkj − t ka ∂[kΛl]tlj + F ka ∂kεcF jc , (3.3.10b)
δtF
i
b = −εM∂M tF ib + ∂kεitFkb − tF ic∂bεc + tF ik∂[kΛb]
− tik∂kεctcb + tic∂kεctkb − tik∂[kΛl]tlb + F ik∂kεcFcb, (3.3.10c)
δtF
ij = −εM∂M tF ij + ∂kεitFkj + tF ik∂kεj
− tik∂kεct jc + tic∂kεctkj − tik∂[kΛl]tlj , (3.3.10d)
と得られる。ここで注目すべきことは、(3.2.5)及び (3.3.8)において現れる非斉次な項 ∂bεi
と ∂[bΛa] は互いに打ち消し合い、組み合わせ tF = t−F の変換則にそれらの項が現れてい
ないということである。これは、テンソル場 tF は C+ と LF の差に現れており、固定した
フレーム LF の取り方に依らないからである。同じような非斉次項のキャンセルは非線形
表現された Poincaré変換 (non-linearly realized Poincare transformation)の場合に [29]
で現れている。我々がここで見たことは、組み合わせ tF = t−F の出現や非斉次項のキャ
ンセルは幾何学的な意味を持っているということである。
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3.4 Dirac-Born-Infeld作用
ここまで、一般化幾何学の枠組みでゆらぎを持つ Dブレーンの特徴付けや対称性を標的
空間の構造として調べた。本節では、Dブレーン世界体積 Σ上の場の理論について重心的
に取り組む。特に、その中でも Dirac-Born-Infeld (DBI) 作用に焦点を当てる。まず、非
線形に表現された時空の対称性の下で DBI作用の不変性に対する簡単な証明を与える。次
に、DBI作用の構成方法について、弦理論 (2次元共形場理論)を用いずに単に 標的空間の
幾何学的情報や対称性に関する観点から調べる。
3.4.1 Dirac-Born-Infeld作用の不変性
ここでは、DBI作用が全ての Diff(M) n Ω2closed(M)による変換 (3.2.7)に対する対称性
を持つということを示す。これを示すために、DBI作用を一般化リーマン構造上に現れる
二種類の計量に対する行列式の積として表す。後で見るように、一般化 Lie 微分の下でこ
れら行列式の変換は非常に単純な形となる。
まず、次のような単純な関係式
det
1
4 g det
1
4 sF =
√
det(ϕ∗Φ(g +B) − F )ab (3.4.1)
が成り立つことを示す。ただし、g ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M) は TM 上のリーマン計量、sF ∈
Γ(L∗F ⊗ L∗F )は (3.3.6)で定義される LF 上の正定値計量である。また、右辺に現れる ϕ∗Φ
は場 Φ によって定義される埋め込み写像の引き戻しである*7。(3.4.1) を見ると、左辺は
D×D行列の行列式の積である一方、右辺は添字 a, bによって区別される (p+1)× (p+1)
行列の行列式である。従って、左辺の立場で見れば、標的空間全体の変換則を調べるのが容
易になると期待できる。(3.4.1)の右辺は DBI作用のラグランジアン LDBI と一致する。
方程式 (3.4.1)は、次のような様々な行列式に対する関係式を組み合わせることによって
示される：
1. sを (3.3.2)式で定義されるテンソル場 tの対称部分とし、tij = Eij を Eij の逆行列
とする。このとき、
det s = det g(det tij)2 (3.4.2)
2. sF の定義 (3.3.6)から、
det sdet sF = (det tF )2 (3.4.3)
*7 正確に言えば、ここに現れる ϕ∗Φ は ϕ
∗
Φ(E)ab = Eab + ∂aΦ
iEib + Eaj∂bΦ
j + ∂aΦi∂bΦ
jEij によって
与えられる引き戻しのテンソル構造を表しており、世界体積 Σだけでなく、標的空間M 全体で定義されて
いる。
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3. tF の具体的な表式を使えば、
det tF = det tij det(ϕ∗Φ(g +B) − F )ab (3.4.4)
これらの関係式の導出は、付録 B.5で与えられている。これらの関係式を使うことによっ
て、(3.4.1)で与えられる DBI作用の表現を直接証明できる：
det
1
4 g det
1
4 sF =
1√
det tij
det
1
4 sdet
1
4 sF
=
1√
det tij
√
det tF
=
√
det(ϕ∗Φ(E) − F )ab.
(3.4.5)
ここで、一つ目の等号に (3.4.2)、二つ目の等号に (3.4.3)、最後の等号に (3.4.4)を使った。
このスカラー密度 (3.4.1)の積分は DBI作用
SDBI =
∫
ϕΦ(Σ)
√
det(ϕ∗Φ(g +B) − F )ab dx
0 ∧ · · · ∧ dxp, (3.4.6)
に一致している。ここで、積分は LF の xi = Φi(x) にある葉 ϕΦ(Σ) 上で実行している。
明らかに、DBI作用は Dブレーン世界体積上の微分同相写像の下で不変である。
今、DBI作用は世界体積上の微分同相写像だけでなく、標的空間全体の微分同相写像と
B場のゲージ変換の下で不変であることを示すことができる。この目的を実行するために、
(3.4.6)を標的空間M 上の積分
SDBI =
∫
M
LDBI δ(D−p−1)(xi − Φi(xa)) dx0 ∧ · · · ∧ dxD−1, (3.4.7)
として書き直す。ここで、LDBIは (3.4.1)によって与えられており、δ(D−p−1)(xi−Φi(xa))
は xi 方向に沿った分布としてみたときの Diracのデルタ関数である。
ε + Λによって生成される全ての微分同相写像と B場のゲージ変換に対する無限小変換
を前節で調べた (付録 B.4も参照)。被積分関数 LDBI の変換は行列式 det g の変換
δ det g = −εM∂M det g + det g
{
−2∂M εM
}
(3.4.8)
と行列式 det sF の変換
δ det sF = −εM∂M det sF + det sF
{
−2∂cεc + 2∂kεk − 4F kc ∂kεc
}
(3.4.9)
から得られる。この二つを組み合わせると、結果として得られる DBI作用の被積分関数に
対する変換は
δLDBI = −εM∂MLDBI − (∂cεc + ∂cΦk∂kεc)LDBI (3.4.10)
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となる。初めの項を除けば、変換 δLDBI は εa のみに依存し、他のパラメーター εi や ΛM
は消えている。次節で説明するように LDBIdx0 ∧ · · · ∧ dxp は det(∆∗Φ)の切断とみなせる
ため、この変換則 (3.4.10)は期待される結果である。一方、デルタ関数は
δ[δ(D−p−1)(xi − Φi)]
= − εM∂M [δ(D−p−1)(xi − Φi)] − (∂kεk − ∂kεc∂cΦk)δ(D−p−1)(xi − Φi). (3.4.11)
と変換する。これらを組み合わせると、
δ
[
LDBI δ(D−p−1)(xi − Φi)
]
= −∂M
[
εMLDBI δ(D−p−1)(xi − Φi)
]
. (3.4.12)
を得る。すなわち、DBI作用 (3.4.7)の被積分関数に対する変換は全微分になり、DBI作用
は標的空間全ての微分同相写像と B場のゲージ変換の下で不変である。
DBI作用が微分同相写像及び B場のゲージ変換の下で、不変であることは直感的に期待
される。微分同相写像は座標系の選び方を変える変換であり、異なる座標系から Dブレー
ンを見ても、Dブレーンの有効理論は DBI作用によって与えられると考えられる。B 場の
ゲージ変換についても同様であり、それらの変換は単にゲージの取り方を変えているだけ
であり、Dブレーンの電荷、張力や質量などを変えない。
3.4.2 有効作用の幾何学的意味とその導出
本小節では、Dブレーンの有効作用の幾何学的な意味及び構成方法について議論し、対称
性及び幾何学的考察から Dブレーンの有効作用を構成する。
Dブレーンの有効作用を構成するには、世界体積上の場 A+ Φや一般化計量 g +B を用
いてつくられる可能な構成要素を探す必要がある。通常、有効作用は世界体積 Σ上の積分
として表され、その被積分関数は世界体積の微分同相写像の下でスカラー密度として変換
する。今の設定では、一般化積構造の基準系は静的ゲージに固定されており、世界体積上
のスカラー密度は標的空間上の葉層構造を一枚の葉上に制限することによって与えられる。
これを次のように見ることができる。
まず、標的空間M におけるスカラー密度は、最大次数 D の反対称テンソル束 ∧DT ∗M
の切断とみなせる。一般に、AがD次元余接ベクトル束の線形変換を与えるならば、Aの引
き起こす ∧DT ∗M の遷移関数は detAとなる。この遷移関数は行列式束 detT ∗M の遷移
関数と一致するため、∧DT ∗M は行列式束 det(T ∗M)と等しい。例えば、TM 上のリーマ
ン計量 g ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M)が与えられたとき、体積形式√g :=
√
det gdx0 ∧ · · · ∧ dxD−1
は det(T ∗M)の切断として定義される。ただし、det g は D ×D 行列 gMN の行列式であ
る。体積形式 √g は微分同相写像 Diff(M)の下でスカラー密度として変換し、B 場のゲー
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ジ変換の下でも不変である。実際に、√g 上に一般化 Lie微分 −Lε+Λ を作用させるか、又
は、(3.4.8)を用いることによって、
√
det g の変換則は
δ
√
det g = ∂M (εM
√
det g) (3.4.13)
と求まる。一方、テンソル場E = g+Bによって定義されるような切断
√
E =
√
detEdx0∧
· · · ∧ dxD−1 を考えることもできる。しかし、これはスカラー密度として変換するが、B場
のゲージ変換の下で不変にならない。
同様に、Dirac 構造 LF に付随して現れる任意のテンソル場 T ∈ Γ(L∗F ) は、
√
T :=
√
detTdx0 ∧ · · · ∧ dxp ∧ ∂p+1 ∧ · · · ∧ ∂D−1 という形を持つ行列式束 det(L∗F )の切断を定
義する。ここでも、det(T )はD ×D行列の行列式であるが、そのD ×D行列は下付き添
字 a, b = 0, · · · , pと上付き添字 i, j = p+ 1, · · ·D − 1を用いて(
Tab Ta
j
T ib T
ij
)
(3.4.14)
と表される。
我々が求めたい世界体積 Σ 上のスカラー密度は det(T ∗Σ) の切断である。Σ は部分束
∆Φ ⊂ TM の定める葉層構造の葉 (∆Φ |Σ= TΣ) であるため、葉上のスカラー密度とし
て det(∆∗Φ) の切断が必要である。この目的を遂行するために、det(T ∗M) 及び det(L∗)
を二つの行列式束のテンソル積に分解すると便利である。より正確に述べると、一般化
積構造 TM = LF ⊕ L∗F における二つの Dirac 構造は LF = eF (∆Φ) ⊕ Ann(∆Φ) と
L∗F = ∆
∗
Φ ⊕ Ann
∗(∆Φ) に分解される*8。同じように、通常の余接ベクトル束 T ∗M は
T ∗M = ∆∗Φ ⊕ Ann(∆Φ)と分解される。このとき、それぞれに対応する行列式束は
det(T ∗M) = det(∆∗Φ) ⊗ det(Ann(∆Φ)) (3.4.15a)
det(L∗F ) = det(∆
∗
Φ) ⊗ det(Ann
∗(∆Φ)) = det(∆∗Φ) ⊗ det
−1(Ann(∆Φ)) (3.4.15b)
と二つの行列式束のテンソル積に書き直せる。
行列式束の分解 (3.4.15)から、世界体積上の有効作用と関係のあるベクトル束の構造と
して、
det2(∆∗Φ) = det(T
∗M) ⊗ det(L∗F ) (3.4.16)
というテンソル積が考えられる。この組み合わせの平方根をとることによって得られる
det(∆Φ)の切断は、世界体積上のスカラー密度の候補となりうる。さらに、B場のゲージ変
換の下で有効作用が不変となるためには、それぞれの行列式束が B場のゲージ変換の下で
*8 ??節で述べたように、L∗F は双対なベクトル束として L
∗ と一致している。しかし、一般化積構造の取り方
によって、L∗ と L∗F の選び方が変わることに注意する。
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不変であれば十分である。そのような候補として、バルクにおける TM 上の計量及び Dブ
レーンに関する LF 上の計量がある。結論を先に述べると、DBI作用の被積分関数 (3.4.1)
をみると、左辺に現れる行列式は切断 √g ∈ Γ(detT ∗M)及び √sF ∈ Γ(detL∗F )の係数に
対応する。また、前節でみたように、行列式 det g及び det sF の変換則 (3.4.8)及び (3.4.9)
に B場のゲージ変換は現れていない。したがって、それらの積 det
1
4 g det
1
4 sF は det∆∗Φ の
切断の係数に対応する。他にも、添字の付き方から、detT ∗M や detL∗ の切断の候補と
してなりうる様々なテンソル (det g, detE)や (det t,det tF ,det s,det(s− as−1a),det sF )
の行列式に対する変換則のリストを付録 B.4で具体的に挙げている。その中でも、det g や
det sF だけが良い変換をすることが確認できる。
それでは、もう少し詳しくテンソル場 g 及び sF の幾何学的な意味について議論をしよ
う。バルク上の計量 g ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M)は自己準同型写像 Gを C+ 上に制限することに
よって得られる。すなわち、u+ = u+ (g + B)(u), v+ = v + (g + B)(v) ∈ Γ(C+)に対し
て、計量 g は
〈u+, Gv+〉 = g(u, v) (3.4.17)
という構造として現れる。同じように、Dブレーンに関する Dirac構造 LF 上の計量は自
己準同型 Gを LF に制限することによって、uF = u+ F(u), vF = v + F(v) ∈ Γ(LF )に
対して
〈uF , GvF 〉 = sF (uF , vF ) (3.4.18)
と得られる。ただし、sF = s − (a − F)s−1(a − F)である。一般化計量 Gは正定値であ
り、それを C+ や LF に制限することによって得られるバルクの計量 g や LF 上の計量 sF
も正定値である。そのため、向き付け可能性をみたすテンソルとして、この二つの計量の組
み合わせが考えられる。
3.4.3 非線形表現 Poincaré 対称性
ここでは、一般化計量 g + B を固定したときの対称性について調べよう。特に、最も簡
単な場合として、一般化計量をミンコフスキー計量 g = η 及び B = 0に固定する。これは
弦理論の真空としても選ぶことができる。このとき、我々の定式化を用いることで [29]の
結果を再導出できることを見る。
計量及び B 場を固定することによって、対称性は Diff(M) n Ω2closed(M)の部分群であ
る (一般化)アイソメトリーの成す群に限られる。ミンコフスキー時空におけるアイソメト
リー群は、Poincaré群 ISO(1, D − 1)であり、その無限小変換はベクトル場
ε = εM∂M = (ρM + ωM NxN )∂M (3.4.19)
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によって生成される。ただし、 ρM は並進変換、 ωM N は Lorentz 変換を与え、ωMN +
ωNM = 0を満たす。
一般化積構造 L⊕L∗ を固定すると、微分同相写像Diff(M)はそれぞれのDirac構造を不
変に保つ対称性 Fdiff(M,L) ∩ Fdiff(M,L∗)に破れる。3.2.1節の (3.2.3)で議論した様に、
Dirac構造 Lを保つ微分同相写像は ∂aεi = 0であり、同様に、Dirac構造 L∗ を保つ条件は
∂iε
a = 0である。同じ様に、ベクトル場 (3.4.19)に対して、∂aεi = ∂iεa = 0を要請すると、
ωai = 0が導かれる。従って、Poincaré群 ISO(1, D− 1)は ISO(1, p)× ISO(D− 1− p)
に破れ、それはベクトル場
ε = (ρa + ωabxb)∂a + (ρi + ωijxj)∂i (3.4.20)
によって生成される。さらに、Dブレーンとして xi = 0にある葉に固定すると、(3.4.19)は
εi(xi = 0) = 0を満たさなければならない。この条件は並進に対して ρi = 0及び Lorentz
変換に対して ωai = 0を要請し、破れていない群として ISO(1, p) × SO(D − 1 − p)が残
る。破れていない群 ISO(1, p) × SO(D − 1 − p)はベクトル場
ε = (ρa + ωabxb)∂a + ωijxj∂i (3.4.21)
によって生成される。
3.2.2節や 3.3.2節で見た様に、Dirac構造 Lに関するテンソル場はDiff(M)nΩ2closed(M)
の下で、非斉次に変換する。これは Poincaré群についても同じことが言える。実際に、非
線形変換則 (3.2.5) 及び (3.2.7) に Poincaré 変換の生成子 (3.4.19) を代入することによっ
て、[29]の結果を再現する。特に、ρi 及び ωai によって与えられる破れた対称性は非線形
に表現されており、その破れた対称性の下で Dブレーン上のスカラー場 Φi 及びゲージ場
Aa は
δΦi = ρi + ωibxb − ωbjxj∂bΦi, δAa = −ωbjxj∂bAa, (3.4.22)
と非斉次に変換する。
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本章では、T双対によって現れる特殊なフラックスを持つ空間に対する一般化幾何学的な
記述を提唱する。フラックスを持つ空間の例として、H フラックスを持つ 3次元トーラス、
捩れたトーラス、Tフォールドについて一般化幾何学に基づき解析する。更に、Tフォール
ドの T双対をとることで、Rフラックスの存在する空間について議論する。
4.1 非幾何学的背景の例
本節では、H フラックスを持つ 3 次元トーラス、捩れたトーラス (twisted torus)、T
フォールド (T-fold)について解析する。これらの空間は互いに T双対性によって関係づけ
られる。更に、Tフォールドから T双対をとる方法と、T双対をとった後に、Rフラック
スと呼ばれる非幾何学的なフラックスを持つ空間の構成について議論する。
4.1.1 H フラックスを持つ 3次元トーラス、捩れたトーラス、Tフォールド
本小節では、H フラックスを持つ 3次元トーラスを議論することから始める。この空間
に T双対を連続してとることで、捩れたトーラス、Tフォールドという空間が現れること
を議論する。それらの空間には、f フラックスと呼ばれる幾何学的なフラックスや Q フ
ラックスと呼ばれる非幾何学的なフラックスが現れることを見る。
■H-フラックスを持つ 3次元トーラス まず、H フラックスを持つ 3次元トーラスについ
て考える。そのトーラス上の計量及び H フラックスは
ds2 = dx2 + dy2 + dz2, H = ndx ∧ dy ∧ dz (4.1.1)
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によって与えられる。ただし、トーラスの各 x, y, z 方向に関する周期性を xa ∼ xa + 1
(a = 1, 2, 3)とする。(4.1.1)で与えられる計量及びH フラックスに a = x, y, z の 3つの方
向の Lie微分を作用させると消える (L∂ag = 0, L∂aH = 0)。つまり、x, y, z 方向にそれ
ぞれ U(1) アイソメトリーがある。従って、単純に考えれば、それら 3つの U(1) アイソメ
トリーに沿った T双対性を考えられると期待できる。
T双対性の変換則は Buscher則と呼ばれる計量と B 場に関する公式として表されている
ため、H フラックスを B場によって表す必要がある。(4.1.1)における H フラックスに対
して、H = dB となるような B 場を
B = nxdy ∧ dz (4.1.2)
と選ぶ。この B 場は y、z 方向の周期性が明らかとなるようなゲージをとっており、恒等写
像によって貼り合う。一方、x方向の周期性は、同一視 x ∼ x+ 1と同時に H フラックス
を不変にする B 変換による同一視 B ∼ B + ndy ∧ dz をすることで実現される。
y、z 方向の並進対称性は明らかであり、y、z 方向の U(1) アイソメトリーが存在する。
一方、x方向の並進対称性は、ゲージ固定によって破れているように見える。実際に、x方
向に沿った B 場の Lie微分は
L∂xB = ndy ∧ dz (4.1.3)
と非零になる。しかし、この右辺の残った項はトーラス上の B 変換によって消すことがで
き、並進変換と同時に B 変換を行うことで対称性を実現させられる。一般化幾何学の枠組
みでは、一般化 Lie微分 L∂x+ndy∧dz の下で B場は不変であり、キリングベクトル場と B
変換を組み合わせた一般化アイソメトリー (generalized isometry)が存在する。
■捩れたトーラス H フラックスを持つトーラス上の計量 (4.1.1)と B 場 (4.1.2)は、z 方
向に U(1)アイソメトリーを持つため、その方向に沿った T双対をとれる。Buscher則を
用いることで z 方向の T双対をとると、捩れたトーラス (twisted torus)の配位
g = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + (dz − nxdy) ⊗ (dz − nxdy), B = 0 (4.1.4)
を得る。この段階においても、y、z 方向に周期性と並進対称性があることは明らかである。
x方向の周期性は、x ∼ x+ 1と同時に z ∼ z − ny という座標変換を伴うような同一視に
よって実現される。一方、x方向の Lie微分の下で、計量の変化は
L∂xg = −ndy ⊗ (dz − nxdy) + (dz − nxdy) ⊗ (−ndy) (4.1.5)
となるため、x方向の並進対称性は損なっているように見える。しかし、x方向の並進と同
時に ny∂z 方向に動かすことで対称性を実現することができる。つまり、局所的なベクトル
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場 vx := ∂x + ny∂z による Lie微分 Lvx を計量に作用させると、捩れたトーラス上の計量
(4.1.4)は
Lvxg = 0 (4.1.6)
を満たす。すなわち、vx = ∂x + ny∂z は捩れたトーラス上のキリングベクトル場である。
捩れたトーラス上の 1 次形式 ex = dx、ey = dy、ez = dz − nxdy に対して、f ∈
Γ(TM ⊗ ∧2T ∗M)を
dea =: −f(ea) (4.1.7)
と定義する。この f はスピン接続や Lie 環の構造定数に現れ、幾何学的 f フラックスと
呼ばれる。実際に、スピン接続 1 次形式 ωab は dea = −ωab ∧ eb と定義され、f フラッ
クスの成分と一致する (fabc = ωabc)。また、1 次形式 ea に双対なベクトル場を ex = ∂x、
ey = ∂y + nx∂z、ez = ∂z とすると、外微分の定義から dea(eb, ec) = ea([eb, ec])が成り立
つ。この関係式から、幾何学的 f フラックスの成分は構造定数と一致し、[ea, eb] = fcabec
と表せる。このとき、f フラックスの具体形は
f =
1
2
fzxyez ∧ ex ∧ ey = ndx ∧ dy ∧ ∂z (4.1.8)
と求まる。この f フラックスは大域的に定義されており、捩れたトーラスを特徴付ける幾
何学的な量である。
次のような設定を考えることで、幾何学的 f フラックスに異なる見方を与えられる。ま
ず、Dirac 構造の組 (TM,T ∗M) を選ぶことで、捩れたトーラス (4.1.4) 上の一般化計量
C+ は TM からのグラフとして
Γ(C+) = {v + g(v) | v ∈ TM} (4.1.9)
と表される。一方、同じ一般化計量 C+ を異なる Dirac 構造からみたグラフとして記述
することもできる。そのような Dirac 構造 L1 として Γ(L1) = span{∂x, ∂y, dz} を選ぶ。
ここで言う Dirac 構造とは、フラックスがない一般化接ベクトル束 TM ⊕ T ∗M に対す
る Dirac 構造である。これを基準 Dirac 構造と呼ぶ。Dirac 構造は貼り合わせを含めて
大域的に定義されるため、基準として考えられる。すると、同じ一般化計量 C+ は写像
t1 := s1 + a1 : L1 → L∗1 のグラフとして
Γ(C+) = {u1 + (s1 + a1)(u1) | u1 ∈ Γ(L1)} (4.1.10)
と表せる。TM ⊕ T ∗M の部分束として定義されたグラフ (4.1.9)と L1 ⊕L∗1 の部分束とし
て定義されたグラフ (4.1.10)は同一視されるため、対称テンソル場 s1 ∈ Sym(L∗1 ⊗ L∗1)と
反対称テンソル場 a1 ∈ Γ(∧2L∗1)は
s1 = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + ∂z ⊗ ∂z, a1 = nxdy ∧ ∂z (4.1.11)
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によって与えられる。この配位は、3.3.1節で導いた関係式 (3.3.2)を用いて導出できる。
(4.1.11)で与えられる捩れたトーラス上の場の配位を見ると、その形は H-フラックスを
持つトーラスの配位 (4.1.1) 及び (4.1.2)と似ていることに気がつく。このとき、x方向の
非自明な周期性は、x ∼ x+ 1と同一視する際にシフト a1 ∼ a1 + ndy ∧ ∂z によって貼り
合わせることで実現される。また、x方向の Lie微分は、
LL∂xa1 = ndy ∧ ∂z (4.1.12)
となるので、同時に a1 の変換*1a1 → a1 − ndy ∧ ∂z によって残留項を吸収することで、x
方向の並進対称性が実現される。a1 の外微分 dL1 をとることで、フラックス
dL1a1 = ndx ∧ dy ∧ ∂z (4.1.13)
が大域的に定義される。これは、先に見た幾何学的 fフラックスと一致している。
H フラックスが存在するトーラスの場合、接ベクトル束 TM を基準となる Dirac構造に
選ぶ (これを TM 描像と呼ぶ)ことで、H フラックスは ∧3T ∗M の切断として定義されて
いた。これに対応して、捩れたトーラス上では、L1 を基準となる Dirac構造に選ぶ (これ
を L1 描像と呼ぶ)ことで、f フラックスは ∧3L∗1 の切断として現れている。3次元トーラ
ス上の H フラックスと同じように、この L1 描像における幾何学的 f フラックスに対して
も 3方向の U(1)アイソメトリーは明らかである。
■Tフォールド 上で与えた捩れたトーラスの配位に対して、y 方向に T双対性をとると
Tフォールドと呼ばれる配位が得られる。Buscher則を使うことによって、Tフォールド
に対する計量 g と B 場は
g = dx⊗ dx+ 1
1 + n2x2
(dy ⊗ dy + dz ⊗ dz), B = − nx
1 + n2x2
dy ∧ dz (4.1.14)
によって与えられる。
Tフォールドの背景において、y、z 方向の周期性は自明であるが、x方向の周期性は座
標変換と B 変換だけでは実現されない。しかし、y、z 方向に沿った T双対性をとる前の背
景で x方向の周期性が存在したため、T双対性をとった後の背景に関しても周期性が存在
することが要請される。x方向の周期性について議論するために、二つの複素パラメーター
τ = g−122
(
g23 + i
√
det gmn
)
(4.1.15a)
ρ = B23 + i
√
det gmn (4.1.15b)
*1 この変換の意味は次節で説明する
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を導入する。ただし、行列式に現れる添字 m,n は y 方向と z 方向 (m,n = 2, 3) とする。
すると、この τ と ρは実 4成分の独立なパラメーターを持っており、計量と B 場の y と z
方向に関する 4成分を特徴付ける。フラックスを持たない 2次元トーラスのとき、τ は複素
構造モジュライ、ρはケーラーモジュライと呼ばれるパラメーターに対応する。この設定の
下で、Tフォールドの背景は
τ = i, ρ =
1
i− nx
(4.1.16)
によって特徴づけられる。そのため、x ∼ x+ 1の周期性は、同時に
−1
ρ
∼ −1
ρ
+ 1 (4.1.17)
で貼り合わせることによって実現される。
この変換を理解するために、2次元トーラスに対する T双対群 O(2, 2; Z)について復習
しよう。2次元トーラスの場合に、T双対群は O(2, 2; Z) = PSL(2; Z)τ × PSL(2; Z)ρ と
分解できる。部分群 PSL(2; Z)τ はモジュラー変換
τ → aτ + b
cτ + d
,
(
a b
c d
)
∈ PSL(2 : Z) (4.1.18)
によって表現される 2次元トーラス上の大域的な微分同相写像を表す。一方、もう一つの
部分群 PSL(2 : Z)ρ は x2、x3 方向の二方向に対する T双対変換 ρ→ − 1ρ と B 場のゲージ
変換 ρ→ ρ+ 1を組み合わせたモジュライ変換
ρ→ aρ+ b
cρ+ d
,
(
a b
c d
)
∈ PSL(2 : Z) (4.1.19)
によって表現される。この意味で、貼り合わせの条件 (4.1.17)は T双対性と B 場のゲージ
変換を組み合わせた変換と解釈できる。このように、貼り合わせに T双対を用いる空間は
非幾何学的空間と呼ばれる。
周期性について調べたので、並進対称性についても議論をしておこう。y、z 方向の並進
対称性は自明であるが、x方向に関してはもはや完全に対称性がないようにさえ見える。実
際に、x方向の並進変換の下で、計量と B 場の変化は
L∂xg = −
2n2x
(1 + n2x2)2
(dy ⊗ dy + dz ⊗ dz) , L∂xB = −
n(1 − n2x2)
(1 + n2x2)2
dy ∧ dz
(4.1.20)
である。そのため、捩れたトーラスのときのように、x 方向の並進対称性を実現するため
の、右辺を吸収するようなゲージ変換は非自明である。このような意味で、従来の定式化で
は x方向に関する T双対性の取り方について分かっていない。一方で、元々のH フラック
スを持つトーラスは 3つの方向に U(1)アイソメトリーを持つため、それら 3つの方向につ
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いて T双対性をとれると期待されている。文献 [43]では、H フラックス背景から 3つの方
向について T双対をとることで、Rフラックス背景が現れると推測している。文献 [44–46]
では、Rフラックス背景は非結合積を持ち、局所的にも非幾何学的だと議論している。
H フラックスを持つトーラスや捩れたトーラスのように、T フォールドに関しても大
域的に定義されるフラックスが存在するのか興味深い。Tフォールドに対する大域的なフ
ラックスを議論するためには、捩れたトーラスの場合と同様、新しい Dirac構造
L2 = span{∂x, dy, dz} (4.1.21)
というものを導入する。このとき、一般化計量 C+ は、写像 t2 = s2 + a2 : L2 → L∗2 のグ
ラフとして、
Γ(C+) = {u2 + (s2 + a2)(u2) | u2 ∈ Γ(L2)} (4.1.22)
と表される。ただし、s2、a2 はテンソル場 t2 ∈ Γ(L∗2 ⊗ L∗2) の対称部分と反対称部分
である。一方、一般化計量 C+ は、背景 (4.1.14) によって与えられる g + B のグラフ
Γ(C+) = {u + (g + B)(u) | u ∈ Γ(TM)}によって与えられるので、テンソル場 s2 と a2
は g と B によって表され、
s2 = dx⊗ dx+ ∂y ⊗ ∂y + ∂z ⊗ ∂z, a2 = nx∂y ∧ ∂z (4.1.23)
という配位が得られる。この L2 描像において、a2 を用いてフラックス
dL2a2 = ndx ∧ ∂y ∧ ∂z (4.1.24)
が大域的に定義される。これは基準 Dirac 構造 L2 上の 3 次形式 Γ(∧3L∗2) であり、H フ
ラックスや f フラックスの類似物である。これは Q フラックスと呼ばれるものと一致す
る [66]。
H フラックスを持つ 3次元トーラスの場合と同じように、L2 描像における s2 及び Qフ
ラックスに対して 3方向のアイソメトリーは明らかになっている。一方、a2 場は、x方向
の並進変換の下で
L∂xa2 = n∂y ∧ ∂z (4.1.25)
と変化する。x方向の並進対称性を実現するために、右辺に現れる余分な項は Qフラック
スを不変に保つ a2 場の変換 a2 → a2 − n∂y ∧ ∂z によって吸収できる。また、x方向の周
期性は、同一視 x ∼ x+ 1と同時に a2 場のシフトによる貼り合わせ a2 ∼ a2 + n∂y ∧ ∂z を
行うことによって実現される。
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4.1.2 Dirac構造上のフラックス
すでに見たように、一般化幾何学においては、同じ対象を様々な Dirac構造を基準にし
て記述できる。様々な Dirac構造の選び方によって様々なフラックスの統一的な記述が可
能になる。実際に、前節では H フラックス、f フラックス、Q フラックスは H = dB や
(4.1.13)、(4.1.24)と表される。
一般に、基準 Dirac構造 Lを定め、局所的に定義された ∧2L∗ の切断 θ が与えられたと
きに、フラックス Θ ∈ Γ(∧3L∗)として
Θ = dLθ + α[θ, θ]S ∈ Γ(∧3L∗) (4.1.26)
というものが考えられる。ただし、αは未定な定数であり、括弧 [, ]S は一般化 Schouten括
弧である。dL や [θ, •]S は 1 の次数を持つ超微分 (superderivation) であるため、(4.1.26)
の各項が ∧3L∗の切断になっている。前節で見たH、f、Qフラックスの場合、θは (4.1.2)、
及び、(4.1.11) や (4.1.23) の二式目にそれぞれ相当する。ここで議論したトーラスの例で
は、いずれの場合も [θ, θ]S = 0であることに注意する。
α = 12 や α = 0の場合は特別な意味を持つ。α =
1
2 のとき、(4.1.26)のフラックスは
ΘMC := dLθ +
1
2
[θ, θ] (4.1.27)
と表され、Maurer-Cartan方程式 (2.2.34)の破れに相当する。これをMC型フラックスと
呼ぶ。次小節では、θ を固定し、Maurer-Cartan方程式 (2.2.34)を満たすような Dirac構
造の変形の下で、MC型フラックスは不変となることを議論する。
一方、α = 0のとき、(4.1.26)のフラックスは
ΘA := dLθ (4.1.28)
と表され、明らかな可換ゲージ対称性を持つ。これを A(belian) 型フラックスと呼ぶ。L
上の外微分 dL は零冪性 d2L = 0を満たすことから、この A型フラックスのゲージ対称性は
変換 θ → θ + dLλ, (λ ∈ Γ(L∗))によって与えられる。この変換は、前小節で貼り合わせや
U(1)アイソメトリーの議論で用いた、a1 場及び a2 場のゲージ変換に相当する。4.2.1節で
通常と異なるアンカーを持つ L⊕ L∗ 上の Courant亜代数を考えたとき、この A型フラッ
クスが L⊕ L∗ 上の“捩れ”として現れる。
4.1.3 基準となる Dirac構造の変形
理論を定式化するために、2.2.2節で議論した変形された Dirac構造を基準に選ぶことも
できる。本小節では、そのような基準となる Dirac構造の変形について議論する。
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基準となる Dirac 構造の組 (L,L∗) に対して、バンドル直和 L ⊕ L∗ を考える。このと
き、L上の 2次形式 F ∈ Γ(∧2L∗)を用いて L⊕ L∗ の次のような変形を考える：
LF := eF (L) = L+ F(L), L∗F := eF (L∗) = L∗ (4.1.29)
ただし、LF が再び Dirac 構造となるためには、2 次形式 F は Maurer-Cartan の方程式
(2.2.34)を満たす必要がある。また、変換 eF は O(D,D)の部分群をなすため、LF ⊕ L∗F
上でも内積 〈, 〉は保存される。
ここでは、任意の α ∈ Rを持つフラックス (4.1.26)及び Dirac構造の変形について次の
二つのことを議論する：
1. フラックスを変えない Dirac構造の変形
ここでは、「場 θ ∈ Γ(∧2L∗)を固定して、Maurer-Cartan方程式 (2.2.34)を満たす
Dirac 構造の変形をした場合に、フラックス (4.1.26) が変わらないための条件」を
導く。
2. フラックスを変えない場の変換 θ → θ′ = θ + χ (χ ∈ Γ(∧2L∗))
ここでは、「Dirac構造及びその変形を固定し、場 θ ∈ Γ(∧2L∗)を θ → θ′ = θ + χ
(χ ∈ Γ(∧2L∗))と変換した場合に、フラックス (4.1.26)が変わらないための条件」を
導く。
2 つ目の議論は 4.1.1 節の f フラックスや Q フラックスの貼り合わせや U(1) アイソメト
リーの議論で用いた対称性に関する議論である。
まず、1つ目の条件について議論する。L上の 2次形式 θ ∈ Γ(∧2L∗)は、L⊕ L∗ 上で写
像 θ : L→ L∗ のグラフ
Γ(Lθ) = {u+ θ(u) | u ∈ Γ(L)} (4.1.30)
を一つ定める。このグラフから、フラックスを (4.1.26) と定義する。一方、変形された
Dirac構造の直和 LF ⊕L∗F 上で、同じ部分束 Lθ は写像 θ− ε : LF → L∗F のグラフとして、
Γ(Lθ) = {uF + (θ −F)(uF ) | uF ∈ Γ(LF )} (4.1.31)
と記述される*2。このグラフは変形された Dirac構造 LF 上のフラックスを
ΘF = dLF (θ −F) + α[θ −F , θ −F ] ∈ Γ(∧3L∗F ) (4.1.33)
*2 u ∈ Γ(L)及び uF = u + F(u) ∈ Γ(LF )に対して、この等価性は関係式
uF + (θ −F)(uF ) = u + F(u) + (θ −F)(u) = u + θ(u) (4.1.32)
によって保証される。
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と定める。ただし、dLF は LF 上の外微分で、(2.2.27)及び (2.2.37)によって定義される。
このフラックス ΘF は L上のテンソルとして次のように書き直される：
ΘF = Θ + (1 − 2α) (dLF + [θ,F ]) (4.1.34)
ここで、Maurer-Cartan方程式 dLF = − 12 [F ,F ]を用いた。従って、Dirac構造の変形の
下でフラックスが変わらない (ΘF = Θ)ためには、
α =
1
2
又は dLF + [θ,F ] = 0 (4.1.35)
を満たす必要がある。ゆえに、変形がMaurer-Cartan方程式を満たしていれば、MC型フ
ラックスは変形に依らず一意的に定義される。
次に、2つ目の条件について議論する。ここでは、Dirac構造 Lを固定し、場 θ ∈ Γ(∧2L∗)
の変換 θ → θ′ = θ + χ (χ ∈ Γ(∧2L∗))を考える。この変換を θ 変換と呼ぶ。この θ 変換
の下で、フラックス (4.1.26)は
Θ → Θ′ = Θ + dLχ+ α[χ, χ] + 2α[θ, χ] (4.1.36)
と変換する。従って、α 6= 0 のとき、場 χ のつくるフラックス Θχ := dLχ + α[χ, χ] が
零だとしても、θ 変換の下でフラックスは 2α[θ, χ] だけずれる。一方、α = 0 のとき、
Θχ = dLχ = 0であれば、θ 変換の下でフラックスは不変に保たれる。特に、外微分 dL の
零冪性 d2L = 0から、α = 0の場合に、θはゲージ対称性 δθ = dλ (λ ∈ Γ(L∗))を持つ。一
般に、θ 変換の下でフラックスを不変に保つための条件は
α = 0のとき、dLχ = 0
α 6= 0のとき、dLχ+ α[χ, χ] + 2α[θ, χ] = 0
である。
4.1.4 変形された Dirac構造の描像におけるフラックス
以下では、4.1.1節で見たH フラックスを持つトーラス、捩れたトーラス、T-フォールド
のそれぞれの場合について、基準になる Dirac構造の変形について考える。トーラスの場
合には、いずれの場合も [θ, θ] = 0となるため、フラックスは αに依らない。ここでも、α
に依らない議論をするために、Dirac構造の変形として (4.1.35)の二つ目の条件を満たすも
のを考える。そのため、ここでの議論は α = 0を考えれば十分である。
■H フラックス 変形された Dirac構造の描像において、H フラックス背景について考え
よう。L0 = TM という Dirac 構造から始めると、F0 ∈ Γ(∧2T ∗M) によって変形された
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Dirac構造は
LF0 = TMF0 = span{∂µ + F0µνdxν}, L∗F0 = T
∗MF0 = span{dx, dy, dz} (4.1.37)
と表せる。T 双対性をとるために、L∂aF0 = 0 を満たすようなものとして、F0µν は標的
空間M 上の座標に依らない定数とする。この変形 Dirac構造上で、H フラックス及び B
場は
H = dLF0B, B = nxdy ∧ dz (4.1.38)
と表せる。このとき、B 場のゲージ変換は δB = dL0Fλ = dTMλとなる。
■f フラックス f フラックスに対して、Γ(L1) = span{∂x, ∂y, dz} によって定まる基準
Dirac 構造 L1 を考えることから始める。基準 Dirac 構造 L1 の変形は一般化 2 次形式
F1 ∈ Γ(∧L∗1)によって行われる。局所座標系において、F1 は具体的に
F1 = F1xydx ∧ dy + F1 zy dy ∧ ∂z + F1zx∂z ∧ dx (4.1.39)
という形であり、各係数は定数であるとする。この 2次形式 F1 は、変形パラメータ F0 の
z 方向の T双対に対応する。F1 は定数なので、F1 は条件 (4.1.35)を満たしている。する
と、対応する変形 Dirac構造 L1F 上のフラックス及びゲージポテンシャルは
f = dL1Fa1, a1 = nx ∧ dy ∧ ∂z (4.1.40)
と表される。λ1 ∈ Γ(L∗F1) に対して、a1 のゲージ変換は δa1 = dLF1λ1 によって与えら
れる。
■T-フォールド T フォールドについても同様に、基準となる Dirac 構造 L2 =
span{∂x, dy, dz}を Dirac構造 LF2 := eF2L2 に変形する。ここで、F2 は
F2 = F2 yx dx ∧ ∂y + F2
yz∂y ∧ ∂z + F2zx∂z ∧ dx (4.1.41)
によって与えられる。F2 は F1 を y 方向に T双対とったものとして現れている。ただし、
F2 は標的空間に依らない定数とする。すると、Qフラックス及びゲージポテンシャルは
Q = dLF2a2 = ndx ∧ ∂y ∧ ∂z, a2 = nx∂y ∧ ∂z (4.1.42)
と表される。Qフラックスのゲージ変換は δa2 = dLF2λ2 によって与えられる。ここで重
要な点は、変形パラメータ F2 によって、外微分 dLF2 に y 方向、z 方向の微分が含まれて
いることである。
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4.1.5 Rフラックスの構成
本小節では、α = 0としてフラックスを定義し、Poisson構造 ε = λ∂y ∧ ∂z (λ 6= 0:定数)
を仮定する。Poisson 構造 ε は (4.1.35) の二つ目の条件を満たす。この Poisson 構造 ε を
持つ Dirac構造
Lε = span{∂x, dyε := dy + εyz∂z, dzε := dz + εzy∂y} (4.1.43)
を基準にとり、Tフォールド上のゲージ対称性と T双対性 (x方向)について議論する。こ
のとき、x方向の T 双対変換は 2.2.6節で議論した T双対演算子 (2.2.67)を用いる。
Poisson構造を持つ Dirac構造を基準にとると、Qフラックスとゲージポテンシャルは
Q = dLεa2 = ndx ∧ ∂y ∧ ∂z, a2 = nx∂y ∧ ∂z. (4.1.44)
によって与えられる。このとき、局所座標上で Qフラックスを不変にするゲージ変換
a2 → a′2 = a2 + dLε(−nxy∂y) = −
ny
λ
dx ∧ ∂y (4.1.45)
を行うことで新しいゲージポテンシャル a′2 が得られる。この新しいゲージポテンシャル a′2
上では x方向の周期性及び並進対称性は明らかである。
2.2.6 節で議論した様に、x 方向に明らかな U(1) アイソメトリーを持つとき、x 方向
の T 双対演算子は Tx = id − 2∂x 〈∂x + dx, •〉 で与えられる。この T 双対演算子 Tx は
Lε ⊕ L∗ε = TM ⊕ T ∗M 上に定義される。演算子 Tx を Lε ⊕ L∗ε 上の基底に作用すること
で、その基底は
Tx : ∂x ↔ dx (4.1.46)
と変換する。この T 双対変換を実行し、T 双対な空間上で Poisson 構造 ε を持つ Dirac
構造
L3 = span{dx, dyε := dy + εyz∂z, dzε := dz + εzy∂y} (4.1.47)
を基準にとると、T双対な空間上でゲージポテンシャル
a3 = −
ny
λ
∂x ∧ ∂y (4.1.48)
が得られる。このゲージポテンシャル a3 の y 方向の周期性は、y ∼ y + 1の同一視と同時
にシフト a3 ∼ a3 − nλ∂x ∧ ∂y によって実現される。また、y 方向の Lie微分は
L∂ya3 = −
n
λ
∂x ∧ ∂y (4.1.49)
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となるので、同時に a3 の変換 a3 → a3 + nλ∂x ∧ ∂y を行うことで、y 方向の並進対称性が
実現される。このとき、フラックス
R := dL3a3 = n∂x ∧ ∂y ∧ ∂z (4.1.50)
が大域的に定義される。このフラックスは ∧3TM の切断であり、Rフラックスと呼ばれる
ものに相当する。以上の様に、Poisson構造の存在下で R フラックスを定義することがで
きる。
4.2 非幾何学的背景上の幾何学と有効作用
本節では、非幾何学的背景の持つ対称性を調べ、ゲージ不変となるような非幾何学的フ
ラックスの有効作用を構成する。この対称性は基準 Dirac構造によって定まるアンカーを
持つ Courant亜代数によって特徴付けられる。以下では、フラックスの定義として α = 0
の場合を採用し、議論はその場合に限られる。また、基準となる Dirac構造はそのアンカー
が接ベクトル束の全体を覆うように変形されていると仮定する。
4.2.1 Courant亜代数における様々なアンカーの選択
TM を基準にとることで、H フラックスは TM 上の 3次形式として自然に記述される。
同じ様に、H フラックスの T 双対によって得られる f、Q、R フラックスは、それぞれ
対応する Dirac構造を基準にとることで統一的な記述が可能になった。これら基準とする
Dirac構造も T双対演算子 Tv によって互いに移り合う関係にある。従って、それぞれの基
準となる Dirac構造は、H フラックスのある空間上での TM の役割を担うと考えられる。
例えば、H フラックス背景上では、Courant亜代数は短完全系列 (2.2.39)を満たし、H フ
ラックスは TM ⊕ T ∗M の“捩れ”と解釈できた。同じ様に、f、Q、Rフラックスも、対
応する短完全系列が存在し、基準となる Dirac構造 L⊕ L∗ の“捩れ”として解釈できると
期待できる。
一方、文献 [72, 73]では、T双対変換は Courant亜代数の同型写像を与えることが示さ
れている。この証明は、次元還元 (dimensional reduction)を用いて与えられている。従っ
て、この議論から T双対変換の下で、対応する Courant亜代数が存在すると考えられる。
これら観点から、T双対な背景において Courant亜代数 E からの射影 ρ : E → Lを考
えることは自然である。この射影 ρは Courant亜代数 E において Lを経由したアンカー
を選択する可能性を与える。すなわち、Dirac構造 L上のアンカーを a : L → TM とする
と、Courant 亜代数 E のアンカーは a ◦ ρ : E → TM によって定義される。更に、射影
ρ : E → Lは、Courant亜代数 E が L⊕ L∗ と分解されることを示唆する。以下の議論で
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は、Maurer-Cartan方程式を満たす変形が存在すると仮定し、変形された Dirac構造 Lを
基準として選ぶことにする。その結果として、合成してつくられたアンカー a ◦ ρは接ベク
トル束 TM の全体を覆うとする。
2.2.1節で見た Courant亜代数の定義においてアンカーを a ◦ ρ : E → TM に置き換え
ることによって、T双対な背景に対する枠組みを導入する。アンカー a ◦ ρを選んだときの
Courant亜代数 (E, 〈〉 , [, ], ρ)の条件は、e1, e2, e3 ∈ Γ(E)及び f ∈ C∞(M)に対して
L1) [e1, [e2, e3]] = [[e1, e2], e3] + [e2, [e1, e3]] : Jacobi恒等式
L2) a ◦ ρ(e1) 〈e2, e3〉 = 〈[e1, e2], e3〉 + 〈e2, [e1, e3]〉 : 内積の保存
L3) [e1, e1] = ρ∗dL 〈e1, e1〉 : 反対称性の破れ
L4) [e1, fe2] = f [e1, e2] + (a ◦ ρ(e1)f)e2 : Leibniz則
L5) a ◦ ρ([e1, e2]) = [a ◦ ρ(e1), a ◦ ρ(e2)] : Lie亜代数に対する準同型
である。ただし、随伴写像 (adjoint map) ρ∗ : L∗ → E は、ξ ∈ Γ(L∗)及び e ∈ Γ(E)に対
して
〈ρ∗(ξ), e〉 = 1
2
ξ(ρ(e)) (4.2.1)
によって与えられる。L = TM のとき、これは通常のアンカーを持つ Courant亜代数に帰
着する。
上記の定義が、Courant 亜代数の定義として自己矛盾のないことを示す。条件 (L4) と
(L5) は条件 (L1) と (L2) から導出できる。まず、任意の e1, e2, e3 ∈ Γ(E) 及び任意の
f ∈ C∞(M)に対して、定義 (L2)を使って ρ(e1) 〈fe2, e3〉を二つの方法で評価する：
a ◦ ρ(e1) 〈fe2, e3〉 = (LLρ(e1)f) 〈e2, e3〉 + f 〈[e1, e2], e3〉 + f 〈e2, [e1, e3]〉 ,
a ◦ ρ(e1) 〈fe2, e3〉 = 〈[e1, fe2], e3〉 + f 〈e2, [e1, e3]〉 .
これらの二式を比較することによって、条件 (L4) が得られる。さらに、条件 (L5) は
[e1, [e2, fe3]]を次のような二つの方法で計算することで導かれる。条件 (C4)と (C1)を用
いて、任意の関数 f ∈ C∞(M)上に作用する微分を評価すると、
[e1, [e2, fe3]] = [[e1, e2], fe3] + [e2, [e1, fe3]]
= f [e1, [e2, e3]] +
(
LLρ([e1,e2])f
)
e3
+
(
LLρ(e2)L
L
ρ(e1)
f
)
e3 +
(
LLρ(e1)f
)
[e2, e3] +
(
LLρ(e2)f
)
[e1, e3].
(4.2.2)
と計算できる。一方、
[e1, [e2, fe3]] = f [e1, [e2, e3]] +
(
LLρ(e1)L
L
ρ(e2)
f
)
e3
+
(
LLρ(e1)f
)
[e2, e3] +
(
LLρ(e2)f
)
[e1, e3].
(4.2.3)
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と表される。ゆえに、これらの二つの式を比較することで、任意の関数上で条件 (L5)が成
立する。
定義 L3)は、通常と異なるアンカーを選んだ結果として現れる条件である。2.2.1節で述
べたように、Dorfman 括弧 [, ] の反対称性の破れを表す Courant 亜代数の定義式 C3) は
(2.2.19)と等価である。この (2.2.19)において、アンカーを a ◦ ρ : E → TM に置き換え
ると、
a ◦ ρ(e1) 〈e2, e3〉 = 〈e1, [e2, e3] + [e3, e2]〉 (4.2.4)
となる。一方、左辺は
a ◦ ρ(ea) 〈e2, e3〉 = ıρ(e1)dL 〈e2, e3〉 = 〈e1, 2dL 〈e2, e3〉〉 (4.2.5)
と書き直せる。ゆえに、全ての e1 ∈ Γ(E)に対して
〈e1, [e2, e3] + [e3, e2] − 2dL 〈e2, e3〉〉 = 0 (4.2.6)
が成り立つことから、L3)が導かれる。
以下の議論において、(L5)の代わりにより強い条件
ρ([e1, e2]) = [ρ(e1), ρ(e2)]L (4.2.7)
を仮定する。この条件は、Courant 亜代数の定義に現れる (弱い) 条件 (L5) を満たす。L
上の Lie括弧 [, ]L に対する準同型写像 ρに対して、この条件 (4.2.7)は ρ[, ]を Lie亜代数
(L, [, ]L, a) における Lie 括弧 [, ]L と同一視する。この条件は、Courant 亜代数において
TM の役割を Lに置き換えたときに期待される自然な関係式である。
Dirac構造 Lに対して、次のような短完全系列を満たす Courant亜代数 E を考える：
0 // L∗
ρ∗ // E
ρ // L // 0 , (4.2.8)
これは 2.2.1節で見た一般化接ベクトル束の類似物である。この完全系列はアイソトロピッ
クな分裂 (isotropic splitting) s を許す。この分裂 s はバンドル写像 s : L → E で、内積
〈, 〉に関してアイソトロピックかつ ρ ◦ s = idを満たすものとして定義される。このとき、
分裂 sは E の補完物を与え、Courant亜代数 E を s(L) ⊕ ρ∗(L∗)と同一視する。この同
一視 E ∼= s(L) ⊕ ρ∗(L∗)の下で、内積 〈, 〉及び括弧 [, ]は、u, v ∈ Γ(L) 及び ξ, η ∈ Γ(L∗)
に対して
〈u+ ξ, v + η〉 = 1
2
(ıuη + ıvξ) (4.2.9a)
[u+ ξ, v + η]Θ = [u, v] + LLuη − ıvdLξ + ıvıuΘ (4.2.9b)
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によって与えられる。ただし、Θ ∈ Γ(∧3L∗)は
Θ(u, v) := s∗([s(u), s(v)]) (4.2.10)
と定義される。内積 (4.2.9a)は随伴写像 ρ∗ の定義 (4.2.1)及び ρ ◦ s = idから結論づけら
れる。(4.2.9b)において、非自明な部分 [u, η] = LLuη 及び [ξ, v] = −ıvdLξ は Courant亜
代数の定義における条件 (L2)と (L3)を用いることで導かれる。この導出の詳細は、付録
C.1で与えている。ただし、Jacobi恒等式 (L1)を括弧 (4.2.9b)に課すことによって、Θは
dL に対して 3次閉形式 Θ ∈ Γ(∧3clL∗)となり、dLΘ = 0を満たす。これらのベクトル束 E
の構成方法はŠevera [88]による一般化接ベクトル束 TM の構成法の一般化である。
アイソトロピック性から、分裂 s : L→ E は局所的に θα ∈ Γ(∧2L∗|Uα)によるシフト
sα = eθα : u 7→ u+ θα(u) (4.2.11)
によって与えられる。ただし、添字 α は局所座標系 Uα 上への制限を表す。このとき、局
所座標系上でフラックス (4.2.10)は
Θ = dLθα (4.2.12)
と表される。このフラックスは (4.1.26)において α = 0の場合に対応する。
4.2.2 Courant亜代数の対称性
前小節では、非幾何学的背景を特徴付ける枠組みとして、合成されたアンカー a ◦ ρを持
つ Courant亜代数について議論した。ここでは、短完全系列 (4.2.8)を満たす Courant亜
代数 E の対称性について議論する。
2.2節で議論した様に、一般化接ベクトル束 TM = TM ⊕T ∗M において、一般化 Lie微
分は (2.2.15) ( 又は、(2.2.48))で与えられる。この一般化 Lie微分 (2.2.15)によって生成
される変換は微分同相写像及び B 場のゲージ変換であり、Courant亜代数の同型写像を与
える。
一般化接ベクトル束 TM と同じ様に、括弧 (4.2.9b)を用いて一般化 Lie微分を
LLu+ξ(v + η) := [u+ ξ, v + η] = [u, v] + LLuη − ıvdLξ (4.2.13)
と定義する。すると、この Lie 微分で生成される変換 e−L
L
u+ξ は括弧 (4.2.9b) の同型写
像を与える。実際に、Jacobi 恒等式 L1) を用いると、e1, e2, e3 ∈ Γ(E) に対して、括弧
(4.2.9b)は
e−L
L
e1 [e2, e3] = [e−L
L
e1 e2, e
−LLe1 e3] (4.2.14)
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を満たすことが確かめられる。u ∈ Γ(L) による一般化 Lie 微分 LLu は Dirac 構造 L 及
び L∗ をそれぞれ保つ。L = TM の場合、この変換は微分同相写像に対応する。一方、
ξ ∈ Γ(L∗) による一般化 Lie 微分 LLξ は L から L∗ への写像を与える。L = TM のとき、
この変換は B 場のゲージ変換に対応する。
また、Courant 亜代数の定義 (L1) 及び (L4) から、一般化 Lie 微分 LLu+ξ の関数 f ∈
C∞(M)への作用は
LLu+ξf = a(u)f (4.2.15)
で定義される。
4.2.3 Courant亜代数上の積分
ここでは、前小節で議論した Courant亜代数の対称性の下で、積分が不変となるような
積分測度を定義する。そのような積分測度は非幾何学的背景上のゲージ不変な積分測度と
考えられる。積分測度を定義する候補として L上の正定値計量について解析する。
ここでの議論は、局所座標系における基準となる Dirac構造 Lとして、
Γ(L) = span
{
ea = ∂a + F ja ∂j + Fabdxb, ei = dxi + F ibdxb + F ij∂j
}
, (4.2.16)
を考える。ただし、a, b, c, · · · = 0, 1, · · · , p及び i, j, k · · · = p + 1, · · · , D − 1である。ま
た、L が Dirac 構造となるために、変形パラメータ F は Maurer-Cartan 方程式 (2.2.34)
を満たしているとする。すると、基準となる Dirac構造 Lの定める接ベクトルの基底は
∂̃M :=
(
∂̃a
∂̃i
)
:=
(
∂a + F ja ∂j
F ij∂j
)
=
(
δba F ja
0 F ij
)(
∂a
∂j
)
(4.2.17)
である。この Lの定めるベクトル空間上の積分を定義することが本小節の目的である。
ここで、簡単のために、添字の組 (a, i), (b, j), (c, k), (d, l) · · · をまとめた略記添字
M,N,K,L, · · · = 0, · · · , D − 1を導入する。このとき、下付き及び上付き添字の組を全て
同じ下付き略記添字 (または、上付き略記添字)として記述する。例えば、L上の行列 TMN
は D ×D行列
TMN =
(
Tab T
j
a
T bi T
ij
)
. (4.2.18)
を意味する。また、D ×D行列 TMN の逆行列を
TMN =
(
T ab T aj
T bi Tij
)
(4.2.19)
とする。
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L からみた正定値計量が与えられれば、その計量は基底 ∂̃M = (∂̃a, ∂̃i) = (∂a +
F ka ∂k, F ik∂k) で貼られる接ベクトル空間上の計量とみなせると期待できる。従って、
積分測度を定義するテンソル場の候補として、そのような L から見たバルク上の正定値
計量が考えられる。この目的のために、2.2.4 節で議論した一般化計量 C+ 及び G を導
入する。一般化計量 C± は Courant 亜代数 E = s(L) ⊕ ρ∗(L∗) の部分束であり、写像
S +A : L→ L∗ のグラフ
Γ(C±) = {s(u) + (±S +A)(u) | u ∈ Γ(L)} (4.2.20)
で与えられるとする*3。ただし、S ∈ Sym(L∗ ⊗ L∗) 及び A ∈ Γ(∧2L∗)である。2.2.4節
で定義した自己準同型写像 Gを C+ に制限することで、Lから見たバルク上の正定値計量
は S ∈ Sym(L∗ ⊗ L∗)によって与えられる：
〈s(u) + (S +A)(u), G(s(v) + (S +A)(v))〉 = S(u, v) (4.2.21)
この正定値計量 S ∈ Sym(L∗ ⊗L∗)の係数の行列式
√
detSMN が積分測度の候補として考
えれる*4。
一方、Lの定める接ベクトルの基底 ∂̃M と TM の定める接ベクトルの基底 ∂M は (4.2.17)
に現れる行列だけ異なる。そのため、この行列の行列式
det
(
δba F ja
0 F ij
)
= detF ij (4.2.22)
も積分測度の候補として考えられる。従って、行列式 detF ij の逆冪乗と
√
detSMN を合
わせて、積分測度の候補を
dvol def= (detF ij)−a
√
detSMN dDx (4.2.23)
と考える。ただし、a ∈ Rは未定定数とする。
ここで定義した積分測度の候補 dvol が、Courant 亜代数の対称性の下で高々全微分
として変換するか調べる。まず、因子
√
detSMN の変換則は次のように調べられる。
ε+ λ ∈ Γ(L⊕ L∗)に対して、(4.2.13)で与えられる一般化 Lie微分 −LLε+λ を一般化計量
C+ に作用させる。この作用から、正定値計量 S ∈ Sym(L∗ ⊗L∗)の係数 SMN の変換則は
δSMN = −εL∂̃LSMN − ∂̃M εLSLN − SML∂̃N εL (4.2.24)
と読み取れる。この変換は、一般化 Lie 微分 −LLε を正定値計量 S に直接作用しても導け
る。従って、この変換の下で
√
detSMN は
δ
√
detSMN = −∂̃M (εM
√
detSMN ) (4.2.25)
*3 ここでは、煩雑になるため、包合写像 ρ∗ : L∗ → E を省略した。
*4 SMN は (4.2.18)の形の行列で与えられる。
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と変換する。一方、行列 F ij は基準となる Dirac構造のパラメータとして固定しているた
め、変換を受けない。従って、δ detF ij = 0。以上より、積分測度 dvolの変換は
δdvol = −(detF ij)−a∂̃M (εM
√
detSMN )dDx
= −∂a(εa(detF ij)−a
√
detSMN ) − ∂j((εaF ja + εiF ij)(detF ij)−a
√
detSMN )
+ (1 − 2a)(detF ij)−a∂̃M (εM
√
detSMN )dDx
(4.2.26)
となる。a = 1/2のときに積分測度の変換は全微分で表され、その積分は不変となる。
以上の議論から、非幾何学的背景上の積分測度を
dvol = det−
1
2F ij
√
detSMNdDx (4.2.27)
と定義する。
4.2.4 Courant亜代数上の接続と有効作用
ここでは、アンカー a ◦ ρ : E → TM を持つ Courant亜代数 E ∼= L⊕ L∗ 上の一般化接
続を定義し、この接続を用いて有効作用を構成する。本小節の現段階では、Dirac構造の変
形パラメータ F を定数と仮定する。このとき、F はMaurer-Cartan方程式 (2.2.34)を満
たす。
(4.2.11)及び (4.2.20)から、同一視 E ∼= s(L) ⊕ ρ∗(L∗)の下で、局所被覆 Uα 上の一般
化計量 C± の切断は
[s(u) + (±S +A)(u)]Uα = uα + (±Sα + θα +Aα)(uα) (4.2.28)
と表される。ただし、下付き添字 α は Uα 上への制限を表している。混乱がない限り、添
字 α を省略する。このとき、splitting として違うものを選ぶことができる。新しい分裂
s′ : L→ E を
(s′ − s)(u) = (θ′ − θ)(u) = A(u), (4.2.29)
と選ぶことによって、一般化計量 C± の表式においてテンソル場 A ∈ Γ(∧2L∗)は splitting
s′ に吸収される。
まず、1次線形微分演算子 D = D+ ⊕D− : E → E ⊗ E を
D±UV := [U∓ + CU±, V±]± (4.2.30)
と定義する。ただし、下付き添字 ± : E → C± は C± への射影、C : E → E は反転
C(C±) = C∓ で、C(u+ (±S + θ +A)(u)) = u+ (∓S + θ +A)(u)によって定義される。
このとき、1次線形微分演算子 D± は次のような条件を満たす：
4.2 非幾何学的背景上の幾何学と有効作用 81
1) U, V ∈ Γ(E)、f ∈ C∞(M)に対して、DfUV = fDUV
2) U, V ∈ Γ(E)、f ∈ C∞(M)に対して、DU (fV ) = fDUV + (a ◦ ρ(U)f)V
3) D± はそれぞれ正 (負)定値部分束 C± を保存し、内積 〈, 〉も保存する。
4) 分裂 E = s(L) ⊕ ρ∗(L∗) の下で、一般化接続を D = ∇ + χ と分解する。ただし、
∇ : E → L∗ ⊗ E 及び χ : E → L⊗ E である。また、(4.2.20)におけるテンソル場
Aは分裂 sに吸収されているとする。このとき、接続 (4.2.30)は χ = 0を満たす。
従って、1次線形微分演算子 D± は、一般化計量 C± を保つ一般化接続として定義できる。
Dirac構造 Lを L = TM とすると、この一般化接続 (4.2.30)は文献 [105]による定義と一
致する。
以下の議論では、簡単のため、(4.2.20)におけるテンソル場Aが splitting sに吸収されて
いるとする。条件 4)から χ = 0なので、一般化接続D±に対して自然な射影 ρ± : C± → L
が存在する。それゆえ、L上の接続 ∇ : L→ L∗ ⊗ Lを
∇̂±u v = ρ±D±s(u)
(
ρ−1± s (v)
)
(4.2.31)
と定義する。ここで、ρ−1± : L→ C± は C± 上への持ち上げで、ρ−1± : s(u) 7→ s(u) ± S(u)
によって定義される。このとき、接続 ∇̂±u v は
∇̂±u v = ρ±
{
[s(u) ∓ S(u), s(v) ± S(v)]±
}
= ρ±
{
s([u, v]) + Θ(u, v) ±
[
(LLuS)(v) + (LLv S)(u) − dL(S(u, v))
]}
±
(4.2.32)
と具体的に与えられる。ただし、(4.2.10)より Θ = dLθ である。この接続の式 (4.2.32)は
関係式
C(s(u))± =
C(s(u) + S(u))
2
=
s(u) − S(u)
2
= (s(u))∓. (4.2.33)
を用いて導かれる。
局所座標系において、基準となる Dirac構造 Lを (4.2.16)とする。ただし、現段階では、
FMN は ∂kFMN = 0と仮定する。この仮定の下、局所座標系上で接続 ∇は
∇̂±eaeb = ρ±
{(
Θabc ±
(
∂̃aSbc + ∂̃bSac − ∂̃cSab
))
dxc
+
(
Θ kab ±
(
∂̃aS
k
b + ∂̃bS
k
a − ∂̃kSab
))
∂k
}
±
(4.2.34a)
∇̂±eae
j = ρ±
{(
Θ ja c ±
(
∂̃aS
j
c + ∂̃jSac − ∂̃cS ja
))
dxc
+
(
Θ jka ±
(
∂̃aS
jk + ∂̃jS ka − ∂̃kS ja
))
∂k
}
±
(4.2.34b)
∇̂±eieb = ρ±
{(
Θibc ±
(
∂̃iSbc + ∂̃bSic − ∂̃cSib
))
dxc
+
(
Θi kb ±
(
∂̃iS kb + ∂̃bS
ik − ∂̃kSib
))
∂k
}
±
(4.2.34c)
82 第 4章 非幾何学的背景の幾何学的な解釈と有効作用
∇̂±eie
j = ρ±
{(
Θijc ±
(
∂̃iSjc + ∂̃jS
i
c − ∂̃cSij
))
dxc
+
(
Θijk ±
(
∂̃iSjk + ∂̃jSik − ∂̃kSij
))
∂k
}
±
(4.2.34d)
と計算される。ここに現れる Θabc、Θ kab 、Θ jka 、Θijk はそれぞれH、f、Q、Rフラッ
クスに相当する。
ここで、前小節と同じ様に、添字の組 (a, i), (b, j), (c, k), (d, l) · · · をまとめた略記添字
M,N,K,L, · · · を導入する。(4.2.18)の形で与えられる D ×D 行列 SMN の逆行列
SMN =
(
Sab Saj
S bi Sij
)
(4.2.35)
に現れる成分 (Sab, Saj , S bi , Sij)を用いると、次のような関係式が得られる：
(dxc)+ = Scd(ed)+ + Scl(e
l)+, (∂k)+ = S dk (ed)+ + Skl(e
l). (4.2.36)
この表記法において、共変微分 (4.2.34)は
∇̂±Me
N := ∇̂±eM eN =
(
±ΓKMN +
1
2
SKLΘMNL
)
eK (4.2.37)
と表せる。ただし、
ΓKMN =
1
2
SKL
(
∂̃MSNL + ∂̃NSML − ∂̃LSMN
)
(4.2.38)
である。
u, v, w ∈ Γ(L)に対して、L上の一般化曲率テンソルを
R(u, v)w = (∇̂u∇̂v − ∇̂v∇̂u − ∇̂[u,v])w (4.2.39)
と定義する。このとき、関数 f, g, h ∈ C∞(M) に対して R(fu, gv)(hw) = fghR(u, v)w
を満たしている。局所座標上で曲率テンソルは
RKLMN = RKLMN +
1
2
SKP (∇MΘNLP −∇NΘMLP )
− 1
4
SKRSPQ (ΘMRP ΘNLQ − ΘNRP ΘMLQ)
(4.2.40)
と得られる。ただし、RKLMN 及び ∇LΘMNK は
RKLMN = ∂̃MΓ
K
NL − ∂̃NΓKML + ΓKMP ΓPNL − ΓKNP ΓPML (4.2.41a)
∇LΘMNK = ∂LΘMNK − ΓP LMΘPNK − ΓP LNΘMPK − ΓP LKΘMNP (4.2.41b)
4.2 非幾何学的背景上の幾何学と有効作用 83
である。(4.2.40)の表式を導くときに、一般化接続 C± との無矛盾性条件 3)から得られる
関係式
∂LSMN = (ΓKLM +
1
2
SKP ΘLMP )SKN + SMK(ΓKLN +
1
2
SKP ΘLNP )
= ΓKLMSKN + SMKΓ
K
LN
(4.2.42)
を使った。
次に、一般化曲率テンソル (4.2.40)から、非幾何学的背景上のゲージ共変な 2階のテン
ソルを構成する。2階のテンソルを構成するためには、(4.2.40)のベクトル場の添字 K と
1次形式の添字M、N、Lの縮約が考えられる。しかし、(4.2.40)の表式において添字 K
と Lの縮約は零となる。一方、添字M と N は反対称であるため、添字 K と N の縮約は
K とM の縮約と符号を除いて一致する。そのため、ベクトル場と 1次形式の縮約として、
添字K とM の縮約だけが考えられる。従って、一般化 Ricciテンソルを
RMN = RKMKN = RMN +
1
4
Θ KLM ΘNKL −
1
2
∇KΘMNK (4.2.43)
と定義する。
次に、L∗ 上のテンソル場の候補 θ−1(Sθ−1)n、S−1(θS−1)n、 (n ∈ Z)を用いて (4.2.43)
から非幾何学的背景上のゲージ変換に対するスカラー量を構成することを考える。この
目的を達成するために、(4.2.43) の対称部分及び反対称部分に分けて考える。対称部分の
RMN + 14Θ
KL
M ΘNKL と縮約をとるテンソルの候補は S−1(θS−1)even、θ−1(Sθ−1)odd で
ある。一方、θのゲージ変換の下での不変性から、θ−1 を含むようなテンソル場は候補から
外される。例えば、Λ ∈ Ω2closed(M,L)による変換 θ 7→ θ + Λの下で、
(θ−1Sθ−1)MN (RMN +
1
4
Θ KLM ΘNKL)
→ ((θ + Λ)−1S(θ + Λ)−1)MN (RMN +
1
4
Θ KLM ΘNKL)
(4.2.44)
の形に変換されるためである。従って、(4.2.43)と縮約のとれる対称テンソルは S のみであ
る。同じ様に、反対称部分∇KΘMNK と縮約をとれるテンソル場の候補は S−1(θS−1)odd、
θ−1(Sθ−1)even である。このときも、θ のゲージ変換の下での不変性から S−1θS−1 以外は
候補から外される。テンソル場 S−1θS−1 で縮約をした場合にのみ、Λ ∈ Ω2closed(M,L)に
よる変換 θ 7→ θ + Λの下で全微分項を除いて不変に保たれる：
Θ̂ := (S−1θS−1)MN∇KΘMNK
→ (S−1(θ + Λ)S−1)MN∇KΘMNK
= Θ̂ + (S−1(∇KΛ)S−1)MNΘMNK + ∇K
{
(S−1ΛS−1)MNΘMNK
} (4.2.45)
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ただし、∇S = 0となることを用いた。上の式の 2項目は、Λが閉形式であることから零に
なる。従って、最後に現れる全微分項を除いて変換 Λ ∈ Ω2closed(M,L)の下で不変であるこ
とが分かる。以上より、テンソル場 S−1 及び S−1θS−1 と (4.2.43)を縮約することによっ
て、非幾何学的背景上のゲージ変換の下でスカラーとなる量を構成できる。スケール因子
は場 θ の再定義で吸収できるため、S−1(S + θ)S−1 による縮約を考えると、一般化曲率ス
カラーは
R = RMNSMKSNL(S + θ)KL
= SMN
(
RMN +
1
4
Θ KLM ΘNKL
)
− 1
2
SMM
′
SNN
′
θM ′N ′∇KΘMNK
= R+
1
12
Θ2 + (total derivative term)
(4.2.46)
と定義できる。以上より、非幾何学的背景上のゲージ不変な有効作用として
S =
∫
dDx (detF ij)− 12
√
detSMN R
=
∫
dDx (detF ij)− 12
√
detSMN
(
R+
1
12
Θ2
) (4.2.47)
が得られる。
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結論
本論文の主な目的は、一般化幾何学に基づいた対称性や幾何学的な考察から、弦理論の有
効理論を構成することである。弦の背景のゲージ変換 (微分同相写像と B 場のゲージ変換)
は一般化幾何学で記述されることはすでに議論した。この一般化幾何学を、開弦の有効理
論と閉弦の有効理論へそれぞれ応用した。これらについて一定の結果が得られたので、そ
の結果及び今後の課題を前半と後半に分けて述べる。
前半は、一般化幾何学を開弦の有効理論へ応用したものである。ここでは、一般化幾何学
の枠組みで Dブレーンについて解析し、Dブレーンの有効作用の構成を試みた。その結果
は以下の通りである。
まず、本論文では一般化幾何学の中で Dブレーンを特徴付ける枠組みとして Dirac構造
を提案した。このとき、D ブレーンを置くことは、Dirac 構造の定める一般化された葉層
構造から 1枚の葉 (=部分多様体)を特定することに対応する。更に、一般化積構造を導入
し、一般化幾何学の枠組みで静的ゲージを定式化した。これによって、一般化幾何学に基づ
く D ブレーン上のダイナミカル自由度に関する解析を可能にした。この枠組みにおいて、
スカラー場 Φi とゲージ場 Aa は一つの対象 Φ + A として統一される。この組 Φ + A は、
“Dirac構造の変形パラメータ”と “接続の一般化”という二つの側面を持つ。この二つの側
面は T双対性から期待されるような自然な幾何学的構造である。
次に、このような一般化された葉層構造から 1枚の葉を特定することにより、標的空間上
の対称性が自発的に破れることを議論した。この議論を行うために、標的空間上の微分同
相写像と B 場のゲージ対称性の下での場の変換則を調べた。このとき、スカラー場とゲー
ジ場は、それらの非線形表現された変換則 (3.2.7)において場をずらす定数項を持つことが
分かる。このことから、スカラー場とゲージ場はそれぞれ破れた並進対称性と B 場の (定
数)ゲージ変換に対する NGボソンであると結論づけられる。特に、U(1)ゲージ対称性は
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B 場のゲージ対称性の自明な部分として現れている。
前半の研究の最後では、非線形シグマ模型の背景の対称性 (微分同相写像及び B場のゲー
ジ変換に対する不変性) を要請することで D ブレーンの有効作用を構成し、それが DBI
作用と一致することを調べた。対称性の要請は有効ラグランジアンとして可能な行列式
の組み合わせに制限を与えることも議論した。特に、向き付け可能性条件を要請すること
で、有効ラグランジアンの行列式に現れる行列は正定値性を持つ一般化計量の制限によっ
て与えられる。文献 [95–99] によって与えられた一般化キャリブレーション (generalized
calibration)において、DBI作用は Dブレーンに対する BPS条件を調べる出発点として使
われる。従って、彼らの文献 [95–99]では、DBI作用は弦理論の計算から導かれるものを
使っており、一般化幾何学での議論として閉じていない。そのため、本論文の議論は、一般
化幾何学におけるキャリブレーションの議論の仮定を補完する。
ここで述べた前半の研究結果を受けて、今後の研究課題として次のような研究が挙げら
れる。
D ブレーン上の U(1) ゲージ場が NG ボソンとして解釈できることは場の理論を用い
た解析でも正当化される。そのような超重力理論の古典解近傍のまわりでのゆらぎの解析
として文献 [91] がある。ゆらぎとして現れるゲージ場が NG ボソンであるということは
Stückelberg機構として知られる。また、場の理論に基づいて U(1)ゲージ場と結合する 3
次形式 H-フラックスに関する自発的対称性の破れの議論は文献 [92–94]によって与えられ
ている。これらの設定は本研究の設定と異なり、本研究の結果との関係を明らかにしたい。
本論文で議論した非線形表現された対称性は Φ +A及び g +B という組み合わせを定め
る。しかし、全体の因子 Tp (張力)及びディラトン因子 e−φ、F の前の因子 2πα′ を決める
ためには他の情報を取り入れる必要がある。いくつかの論文 [58, 100]で、O(D,D)不変な
ディラトン dを
e−2d = e−2φ
√
det g (5.0.1)
として導入している。ただし、φは弦理論に現れる通常の物理的なディラトン場であり、 T
双対性の下で φ → φ− 12 ln detEij と変換することが知られている [8]。文献 [100]におい
て、新しいディラトン e−2d は標的空間の体積要素の役割をする。従って、もし det
1
4 g の代
わりに新しいディラトンを導入すれば、正しいディラトンの因子 e−φ を組み入れることも
できる。本論文の議論は T双対性を説明に入れていないため、今の段階においてこれら二
つの可能性を区別することができない。しかし、Dブレーンとの Ramond-Ramond (RR)
結合において、ディラトン φは O(D,D)スピノールの一部として自然に定義される [58]。
非線形表現における本論文の議論は、DBI作用への可能な高次微分補正を定めるための
拘束条件を導き、RR 結合を記述する Chern-Simons の解析にも用いることができると期
待する。RR結合の研究は一般化幾何学の分野では [33]によって始められた。重なってい
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る Dブレーンを記述する系に対応して、今の定式化を非可換ゲージに拡張することも重要
で未解決問題である。この最も簡単な場合として、並存する D0ブレーンに対する作用に非
線形表現 Lorentzブーストを課すということは [101]によって始められた。
DBI 作用を記述するために、様々な行列式に関する恒等式を使った。同じような行列
式因子は M 理論に対するブレーンを記述するものとして現れ、文献 [102, 103] では非可
換性や Seiberg-Witten 写像の議論を行っている。一般化幾何学における D ブレーンに関
する本論文の記述が非可換幾何と関係するかどうかは興味深い。一般化幾何学と古典的な
Seiberg-Witten写像の関係に関しては文献 [104]で議論している。
本章は局所的な記述に制限した一方、大域的な方法を考えることもできる。ただし、大
域的な議論への拡張は葉層構造が重要な役割を果たすと予想できる。一般化幾何学の文
脈において、与えられた標的空間に対する可能な D ブレーンの分類問題は興味深い研究
課題である。一般化複素構造を持ち安定したブレーン (一般化複素ブレーンと呼ばれる)
は [33, 105]によって始められ、研究されている。複素構造に頼らない K-homologyの意味
で重なった Dブレーンの分類 [106]と比較することも興味深い。
後半は、一般化幾何学を閉弦の有効理論へ応用したものである。ここでは、一般化幾何学
の枠組みで、非幾何学的背景上の有効作用の構成を試みた。その結果は次の通りである。
まず、Tフォールド上で変形された Dirac構造を基準にとることで、ゲージ対称性につ
いて議論した。このゲージ対称性を用いることで、Tフォールドの T双対を実現し、Rフ
ラックスを持つ空間を構成した。また、基準となる Dirac構造の選び方によって、4種類の
フラックス (H、F、Q、Rフラックス)の統一的な記述を与えた。
これらの解析及び T双対性の考察から、幾何学的及び非幾何学的なフラックスを通常と
異なるアンカーを持つ Courant亜代数 L ⊕ L∗ 上の捩れとして特徴付けられることを提案
した。本論文の定式化において、非幾何学的背景に対するゲージ共変な定式化が可能であ
り、ゲージ対称性に対する接続を定義した。通常の微分幾何学と同様に、この接続を用いる
ことで、非幾何学的な背景に対する一般化曲率スカラーが定義できる。このような幾何学
的な設定を下に、非幾何学的な背景に対するゲージ不変な有効作用を提案した。
ここで述べた前半の研究結果を受けて、今後の研究課題として次のような研究が挙げら
れる。
文献 [60–62,68–71]では、Double Field Theory (DFT) や一般化幾何学から着想を得る
ことで非幾何学的背景上の有効理論の定式化を目指している。しかし、これらの文献では
Rフラックス背景を具体的に構成せず、Qフラックス背景の拡張として Rフラックス背景
の定式化を進めている。それらの定式化では場の再定義によって定義される双ベクトル場
β を用いて、H、f、Q、Rフラックスを定義している。それらの定式化ではゲージ対称性
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は非自明になり、ゲージ対称性に関する議論はされていない。それぞれの文献で異なる定
式化が考えられており、現段階ではこれらの全ての結果と本論文の定式化を直接比較する
ことが難しい。そのため、すでに提案されているいくつかの定式化との関係を調べていく
必要がある。
本論文の定式化に基づいて、Gukov-Vafa-Witten型の超対称ポテンシャルの導出するこ
とは興味深い。これによって、動機の一つであった非幾何学的フラックスコンパクト化の
議論 [43]における仮定を部分的に補える。しかし、本論文の定式化では、全ての T双対変
換群 O(D,D)の下で共変な定式化を行っていないため、3種類以上のフラックスが共存す
る場合に更なる拡張が期待される。
本論文では NSNSセクターについてのみ議論を行った。幾何学的背景上でディラトン及
び RR場も含めた拡張は、文献 [111–113]によって提案されている。これら文献では、ディ
ラトンは体積形式のスケール因子として導入され、RR場の有効作用は O(D,D)スピノー
ル表現のMukaiペアリングと呼ばれる内積として定式化されている。これらの定式化を本
論文の方法に従って非幾何学的背景上に拡張し、非幾何学的背景上の RRセクターに関す
る有効作用についても調べたい。
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付録 A
一般化幾何学に対する補足
A.1 相空間における非線形シグマ模型の作用
ここでは、非線形シグマ模型を相空間 (phase space)上で記述することによって、非線形
シグマ模型 (2.1.2)に対する Hamiltonianを構成する。B場のゲージ変換 δB = dΛは相空
間上において線形変換とみなすことができるため、相空間上の定式化は標的空間の対称性
について調べる際に有用である。
非線形シグマ模型 (2.1.2)に対して、相空間における作用は、
S =
1
2πα′
∫
Σ
{(
pM +B′MN∂σX
N
)
∂τX
M − 1
2
GMNpMpN
−1
2
GMN
(
∂σX
M + ΠMKpK
) (
∂σX
N + ΠNLpL
)} (A.1.1)
によって与えられる。この作用を pM について、次のように平方完成できる：
S =
1
2πα′
∫
Σ
{
−1
2
pM
(
G−1 − ΠGΠ
)MN
pN + pM (∂τX + ΠG∂σX)
M
−1
2
GMN∂σX
M∂σX
N +B′MN∂τX
M∂σX
N
}
=
1
2πα′
∫
Σ
{
−1
2
(
pM −
(
G−1 − ΠGΠ
)−1
MM ′
(∂τX + ΠG∂σX)
M ′
)T
×
(
G−1 − ΠGΠ
)MN (
pN −
(
G−1 − ΠGΠ
)−1
NN ′
(∂τX + ΠG∂σX)
N ′
)
+
1
2
(
1
G−1 − Π
G−1
1
G−1 + Π
)
MN
(
∂τX
M∂τX
N − ∂σXM∂σXN
)
+
[(
1
G−1 − Π
Π
1
G−1 + Π
)
MN
+B′MN
]
∂τX
M∂σX
N
}
(A.1.2)
最後の等号において場 pM に依る部分は最初の項だけなので、場 pM ついて積分 (integrate
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out)すると、作用は非線形シグマ模型 (2.1.2)に帰着する。ただし、場は
1
G−1 − Π
+B′ = g +B (A.1.3)
と関係付けられる。左辺に現れている場の自由度は右辺に現れている場の自由度より多く、
自由に Π = 0や B′ = 0などと取れることに注意する。特に、Π = 0のとき、計量と B 場
は一致し、G = g、B′ = B となる。
Hamiltonianは
H = 4πα′
∮
S1
dσ
(
∂
∂ẋi
ẋi − L
)
=
1
2
∮
S1
dσ
(
Gijpiσpjσ +Gij
(
∂σx
i + Πikpkσ
) (
∂σx
j + Πjlplσ
)) (A.1.4)
と得ることができる。
この導出した Hamiltonian(A.1.4)に対応するシンプレクティック構造に興味がある。世
界面 Σ = S1 ×Rに対して相空間 (phase space)はループ空間 LM の接ベクトル束 T ∗LM
である。接ベクトル束 T ∗LM の正準シンプレクティック 2形式は
ω =
∮
S1
dσδXM (σ) ∧ δ(pM +BMN∂σxN )(σ) (A.1.5)
によって与えられる。ただし、δ は T ∗LM における de-Rham の外微分である。2次形式
ω が δ で閉じるということは明らかである。2次形式 B に関する項は、∮
S1
dσδXM ∧ δ
(
BMN∂σx
N
)
=
∮
S1
dσδXM ∧
(
δBMN∂σX
N +BMN∂σδXN
)
=
∮
S1
dσδXM ∧
(
∂KBMN∂σX
NδXK − 1
2
∂KBMN∂σX
KδXN
)
= −1
2
∮
S1
dσHMNK∂σx
MδxN ∧ δxK
(A.1.6)
ただし、H は
HMNK := ∂MBNK + ∂NBKM + ∂KBMN (A.1.7)
である。
A.2 Campbell-Baker-Hausdorff公式
一般座標変換とB変換Diff(TM)nΩ2closed(M)に対する 1助変数変換群 (one-parameter
group)を
ϕt = et(A+B) (A.2.1)
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と定義する。ただし、ベクトル場 u ∈ Γ(TM)及びB ∈ Ω2closed(M)に対して、TM ⊕T ∗M
に作用する 2D × 2D行列 A 及び B を
A =
(
−Lu 0
0 −Lu
)
, B =
(
0 0
B 0
)
(A.2.2)
とした。このとき、Campbell-Baker-Hausdorff (CBH) の公式を導出することによって、
Diff(TM) n Ω2closed(M)に対する 1助変数変換群が
ϕt = ft∗ exp
(∫ t
0
f∗t (B)ds
)
(A.2.3)
と表わせることを示そう。ここで、ft ∈ M → M はベクトル場 u ∈ Γ(TM)によって生成
される微分同相写像に対する 1助変数変換群であり、ft∗ : TM → TM は ft : M → M に
よって引き起こされる一般化された押し出し (generalized pushforward)である。
まず、指数関数の Taylor展開として
eA+B = eA +
deA+sB
ds
∣∣∣∣
s=0
+ O(B2)
= eA
(
1 + e−A−sB
deA+sB
ds
∣∣∣∣
s=0
)
,
(A.2.4)
を考えることから始める。ここで、行列 B の 2次を含む項 O(B2)は消えることを用いた。
技術的な方法として、関数 f ∈ C∞(M)に対して微分 df(s)/dsを [ dds , f(s)] =
d
dsf − f
d
ds
と書き直すことによって、簡単に
e−A−sB
deA+sB
ds
= e−A−sB
d
ds
eA+sB − d
ds
=
∞∑
n=1
1
n!
(−ad(A+ sB))n−1(B)
=: g(−ad(A))(B) + O(B2)
(A.2.5)
と計算できる。ここで、関数 g(z)を
g(z) :=
∫ 1
0
eszds =
ez − 1
z
=
∑
n=1
1
n!
zn−1. (A.2.6)
と定義した。ゆえに、Diff(TM) n Ω2closed(M)に対する 1助変数変換群として
ϕt = etA exp
(∫ t
0
e−s ad(A)(B)ds
)
(A.2.7)
が得られる。これはある種の Campbell-Baker-Hausdorff の公式になっている。一般化
された押し出し (generalized pushforward) を ft∗ = e−tLu と表せば、(A.2.3) が得られ
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る。同様にして、他の Campbell-Baker-Hausdorff公式に対する表式として、Diff(TM) n
Ω2closed(M)に対する 1助変数変換群を
ϕt = exp
(∫ t
0
es ad(A)(B)ds
)
etA = exp
(∫ t
0
f∗−t(B)ds
)
ft∗ (A.2.8)
と表すこともできる。
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付録 B
DBI作用に関するいくつかの関係式
の導出と証明
B.1 非線形変換則の導出
T ∈ Γ(L∗ ⊗ L∗)を写像とし、そのグラフを LT = L+ T (L)によって定義する。
切断 V + T (V ) ∈ LT with V ∈ L上への一般化 Lie微分 Lε+Λ(V + T (V )) の作用を考
える。最初の項 Lε+ΛV はすでに (3.2.3)で評価している。次のような形
T = Tab(x)dxa ⊗ dxb + T ja (x)dxa ⊗ ∂j + T ib(xi)∂i ⊗ dxb + T ij(x)∂i ⊗ ∂j , (B.1.1)
を持つテンソル場 T に対して、通常の場合の様にテンソル場への一般化 Lie微分は
Lε+Λ(Tabdxa ⊗ dxb) = εM∂MTabdxa ⊗ dxb + ∂M εcTcbdxM ⊗ dxb
+ Tac∂N εcdxa ⊗ dxN ,
Lε+Λ(T ja dxa ⊗ ∂j) = εM∂MT ja dxa ⊗ ∂j + ∂M εcT jc dxM ⊗ ∂j
− T ka ∂kεMdxa ⊗ ∂M − T ka ∂[kΛN ]dxa ⊗ dxN ,
Lε+Λ(T ib∂i ⊗ dxb) = εM∂MT ib∂i ⊗ dxb − ∂kεMT kb∂M ⊗ dxb
+ T ic∂N ε
c∂i ⊗ dxN − ∂[kΛM ]T kbdxM ⊗ dxb,
Lε+Λ(T ij∂i ⊗ ∂j) = εM∂MT ij∂i ⊗ ∂j − ∂kεMT kj∂M ⊗ ∂j − T ik∂kεN∂i ⊗ ∂N
− ∂[kΛM ]T kjdxM ⊗ ∂j − T ik∂[kΛN ]∂i ⊗ dxN .
(B.1.2)
と作用する。これらの関係式を使うことによって、Lε+Λ(V + T (V )) は (3.2.4)の形に書く
ことができる。より具体的に、δV を δV = δv + δξ としてベクトル場と 1次形式に分解す
96 付録 B DBI作用に関するいくつかの関係式の導出と証明
ることによって
Lε+Λ(V + T (V )) = (−δva)(∂a + T ja ∂j + Tabdxb) + (−δξi)(dxi + T ibdxb + T ij∂j)
+ va{(−δT ja )∂j + (−δTab)dxb} + ξi{(−δT ib)dxb + (−δT ij)∂j}.
(B.1.3)
と書くことができる。ここで、最初の 2項は δV + T (δV )における δV のグラフの部分で
あり、
δva = −εM∂Mva + vb∂bεa + vbT kb ∂kεa + ξjT jk∂kεa,
δξi = −εM∂Mξi − ξk∂iεk + vb∂[bΛi] − vbTbc∂iεc + vbT kb ∂[kΛi]
− ξjT jc ∂iεc + ξjT jk∂[kΛi].
(B.1.4)
を持つ。(B.1.3)における後ろの 2項はテンソル場 T の非線形な変換則を定義し、
δTab = −εM∂MTab − Tac∂bεc − ∂aεcTcb + ∂[kΛa]T kb + T ka ∂[kΛb]
− T ka ∂kεcTcb + Tac∂kεcT kb − T ka ∂[kΛl]T lb + ∂[aΛb], (B.1.5a)
δT ja = −εM∂MT ja − ∂aεcT jc + T ka ∂kεj + ∂[kΛa]T kj
− T ka ∂kεcT jc + Tac∂kεcT kj − T ka ∂[kΛl]T lj + ∂aεj , (B.1.5b)
δT ib = −εM∂MT ib + ∂kεiT kb − T ic∂bεc + T ik∂[kΛb]
− T ik∂kεcTcb + T ic∂kεcT kb − T ik∂[kΛl]T lb − ∂bεi, (B.1.5c)
δT ij = −εM∂MT ij + ∂kεiT kj + T ik∂kεj
− T ik∂kεcT jc + T ic∂kεcT kj − T ik∂[kΛl]T lj . (B.1.5d)
と得られる。
B.2 様々なグラフから見た一般化計量
ここでは、公式 (3.3.2)を導く。この公式は、同じ一般化リーマン構造を記述する 2つの異
なるテンソルを関係付ける。正定値部分束 C+ における一般化ベクトル場は vM∂M ∈ TM
を用いて E = g +B : TM → T ∗M のグラフとして、
V+ = vM (∂M + EMNdxN ) ∈ C+, (B.2.1)
と書くことも、wa∂a + ξidxi ∈ Lを用いて t : L→ L∗ のグラフとして
V+ = wa(∂a + t ja ∂j + tabdx
b) + ξi(dxi + tibdx
b + tij∂j) ∈ C+, (B.2.2)
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と書くこともできる。(B.2.1)及び (B.2.2)を比較することによって、次のような関係式
wa = va, (B.2.3)
wat ja + ξit
ij = vj , (B.2.4)
watab + ξitib = v
MEMb, (B.2.5)
ξj = vMEMj , (B.2.6)
を得られる。ただし、基底 {∂a, ∂i, dxa, dxi}の独立性を用いた。
(B.2.3) 及び (B.2.6)を (B.2.4) 及び (B.2.5)に代入すれば、上の関係式は
va(t ja + Eakt
kj) + vi(Eiktkj − δji ) = 0,
va(tab + Eaktkb − Eab) + vi(Eiktkb − Eib) = 0.
(B.2.7)
を導く。これらの方程式は任意の va及び viに対して成り立つので、テンソル場 t ∈ L∗⊗L∗
に対する条件として
tij = Eij , t ja = −EakEkj ,
tib = E
ikEkb, tab = Eab − EakEklElb,
(B.2.8)
を得る。ただし、Eij は Eij の逆行列で EijEjk = δik を満たしており、その存在は C+ の
正定値性を保証する。これらは、(3.3.2)で与えられる方程式である。
B.3 線形及び非線形変換則の無矛盾性
ここでは、無矛盾性として、3.3.2 で述べた図式 (3.3.9) の可換性を示す。この目的のた
めに、右に行き下に行くのルート E → E + δE → t+ δtを計算すると、下に進み右に進む
ルートに一致する (3.3.8)と比較できる。
テンソル場 E = g +B への一般化 Lie微分 −Lε+Λ の作用は
δEMN = −εL∂LEMN − ∂M εLELN − EML∂N εL + ∂[MΛN ]. (B.3.1)
である。これは、E + δE を定義する。逆行列 Eij への作用も必要である：
δEij = −EikδEklElj = Eik(εL∂LEkl + ∂kεLELl + EkL∂lεL − ∂[kΛl])Elj , (B.3.2)
ただし、これは δ(EikEkj) = δEikEkj + EikδEkj = 0から導いた。
98 付録 B DBI作用に関するいくつかの関係式の導出と証明
すると、E + δE を関係式に (3.3.2)代入すると、t+ δtに対する次の関係式が得られる：
δtab = δEab − δEakEklElb − EakδEklElb − EakEklδElb
= −εL∂LEab − ∂aεLELb − EaL∂bεL + ∂[aΛb]
− (−εL∂LEak − ∂aεLELk − EaL∂kεL + ∂[aΛk])EklElb
− EaiEik(εL∂LEkl + ∂kεLELl + EkL∂lεL − ∂[kΛl])EljEjb
− EakEkl(−εL∂LElb − ∂lεLELb − ElL∂bεL + ∂[lΛb])
= −εM∂M tab − tac∂bεc − ∂aεctcb + ∂[kΛa]tkb + t ka ∂[kΛb]
− t ka ∂kεctcb + tac∂kεctkb − t ka ∂[kΛl]tlb + ∂[aΛb],
δt ja = −δEakEkj − EakδEkj
= −(−εL∂LEak − ∂aεLELk − EaL∂kεL + ∂[aΛk])Ekj
− EaiEik(εL∂LEkl + ∂kεLELl + EkL∂lεL − ∂[kΛl])Elj
= −εM∂M t ja − ∂aεct jc + t ka ∂kεj + ∂[kΛa]tkj
− t ka ∂kεct jc + tac∂kεctkj − t ka ∂[kΛl]tlj + ∂aεj ,
δtib = δE
ikEkb + EikδEkb
= Eik(εL∂LEkl + ∂kεLELl + EkL∂lεL − ∂[kΛl])EljEjb
+ Eik(−εL∂LEkb − ∂kεLELb − EkL∂bεL + ∂[kΛb])
= −εM∂M tib + ∂kεitkb − tic∂bεc + tik∂[kΛb]
− tik∂kεctcb + tic∂kεctkb − tik∂[kΛl]tlb − ∂bεi,
δtij = δEij = Eik(εL∂LEkl + ∂kεLELl + EkL∂lεL − ∂[kΛl])Elj
= −εM∂M tij + ∂kεitkj + tik∂kεj
− tik∂k∂ct jc + tic∂kεctkj − tik∂[kΛl]tlj .
これらの変換則は (3.3.8)と一致する。
B.4 様々な行列式に関する非線形変換則
ここでは、本論文で用いられる様々な行列式に関する非線形変換則について要約する。こ
の目的のために、テンソル場 t = s+ aの対称／反対称部分に対する次のような変換則が必
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要である：
δsab = −εM∂Msab − sac∂bεc − ∂aεcscb + ∂[kΛa]skb + s ka ∂[kΛb]
− s ka ∂kεcacb − a ka ∂kεcscb + sac∂kεcakb + aac∂kεcskb (B.4.1a)
− s ka ∂[kΛl]alb − a ka ∂[kΛl]slb,
δs ja = −εM∂Ms ja − ∂aεcs jc + s ka ∂kεj + ∂[kΛa]skj
− s ka ∂kεca jc − a ka ∂kεcs jc + sac∂kεcakj + aac∂kεcskj (B.4.1b)
− s ka ∂[kΛl]alj − a ka ∂[kΛl]slj ,
δsib = −εM∂Msib + ∂kεiskb − sic∂bεc + sik∂[kΛb]
− sik∂kεcacb − aik∂kεcscb + sic∂kεcakb + aic∂kεcskb (B.4.1c)
− sik∂[kΛl]alb − aik∂[kΛl]slb,
δsij = −εM∂Msij + ∂kεiskj + sik∂kεj
− sik∂kεca jc − aik∂kεcs jc + sic∂kεcakj + aic∂kεcskj (B.4.1d)
− sik∂[kΛl]alj − aik∂[kΛl]slj ,
及び
δaab = −εM∂Maab − aac∂bεc − ∂aεcacb + ∂[kΛa]akb + a ka ∂[kΛb]
− s ka ∂kεcscb − a ka ∂kεcacb + sac∂kεcskb + aac∂kεcakb (B.4.2a)
− s ka ∂[kΛl]slb − a ka ∂[kΛl]alb + ∂[aΛb],
δa ja = −εM∂Ma ja − ∂aεca jc + a ka ∂kεj + ∂[kΛa]akj
− s ka ∂kεcs jc − a ka ∂kεca jc + sac∂kεcskj + aac∂kεcakj (B.4.2b)
− s ka ∂[kΛl]slj − a ka ∂[kΛl]alj + ∂aεj ,
δaib = −εM∂Maib + ∂kεiakb − aic∂bεc + aik∂[kΛb]
− sik∂kεcscb − aik∂kεcacb + sic∂kεcskb + aic∂kεcakb (B.4.2c)
− sik∂[kΛl]slb − aik∂[kΛl]alb − ∂bεi,
δaij = −εM∂Maij + ∂kεiakj + aik∂kεj
− sik∂kεcs jc − aik∂kεca jc + sic∂kεcskj + aic∂kεcakj (B.4.2d)
− sik∂[kΛl]slj − aik∂[kΛl]alj .
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様々な行列式に対する非線形変換則は次の様に要約される：
δ det g = −εM∂M det g + det g
{
−2∂M εM
}
, (B.4.3a)
δ det s = −εM∂M det s+ det s
{
−2∂cεc + 2∂kεk − 4a kc ∂kεc − 4akl∂lΛk
}
, (B.4.3b)
δ det sF = −εM∂M det sF + det sF
{
−2∂cεc + 2∂kεk − 4F kc ∂kεc
}
, (B.4.3c)
δ det t = −εM∂M det t+ det t
[
−2∂cεc + 2∂kεk − 2a kc ∂kεc − 2akl∂lΛk
]
+ det t
[
(t−1)ba∂[aΛb] + (t−1) aj ∂aε
j − (t−1)bi∂bεi
]
, (B.4.3d)
δ det tij = −εM∂M det tij + det tij
[
2∂kεk − 2a kc ∂kεc − 2akl∂lΛk
]
, (B.4.3e)
δ det tF = −εM∂M det tF + det tF
[
−2∂cεc + 2∂kεk − 2(a kc + F kc )∂kεc − 2akl∂lΛk
]
.
(B.4.3f)
B.5 行列式に関する恒等式
ここでは、3.4.1 節及び 3.4.2 節の行列式に関する 3 つの恒等式 (3.4.2) 及び (3.4.3)、
(3.4.4)を示す。
まず、関係式 (3.4.2)を示す。 (3.3.2)を行列として書き直し、二つの行列の積として
t =
(
Eab − EakEklElb −EakEkj
EikEkb E
ij
)
=
(
δac Eak
0 Eik
)−1(
Ecb 0
Ekb δkj
)
def.= m−1 · n,
(B.5.1)
と分解する。ただし、二つの D ×D 行列は n及び mである。このとき、行列 tの対称部
分である行列 sは、
s =
1
2
(
t+ tT
)
=
1
2
(
m−1n+ nTm−1T
)
=
1
2
m−1 ·
(
nmT +mnT
)
·m−1T
= m−1 · g ·m−1T
(B.5.2)
と書ける。(B.5.2)の行列式をとることによって、
det s = (detm)−2 det g = (det tij)2 det g. (B.5.3)
を得る。
次に、(3.4.3)を示す。ここでも、行列 t = s + aを対称部分と反対称部分に分ける。逆
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行列 s−1 の存在を仮定すれば、
det t = (det(s+ a) det(s+ a))
1
2
=
(
det s(1 + s−1a) det(1 + as−1)s
) 1
2
= det s
(
det(1 + s−1a)(1 − s−1a)
) 1
2
= det s
(
det(1 − s−1as−1a)
) 1
2
= det s
(
det s−1(s− as−1a)
) 1
2
= det
1
2 sdet
1
2 (s− as−1a). (B.5.4)
を示すことができる。この関係式を tF に適応すれば、(3.4.3)を得られる。
最後に、関係式 (3.4.4)は次のように計算できる：
det tF = det
(
Eab − EakEklElb − Fab −EakEkj − ∂aΦj
EikEkb + ∂bΦi Eij
)
= det
(
Eab + ∂aΦkEkb + Eak∂bΦk + ∂aΦiEij∂bΦj − Fab
)
detEij
= det tij det(ϕ∗Φ(g +B) − F )ab .
(B.5.5)
ただし、可逆な部分行列 Dを持つ任意の D ×D行列に関する関係式
det
(
Aab Baj
Cib Dij
)
= det(A−BD−1C)ab detDij , (B.5.6)
を用いた。ただし、右辺に現れる行列式は、それぞれ (p + 1) × (p + 1) 部分行列と
(D − 1 − p) × (D − 1 − p)部分行列に関するものである。
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付録 C
非幾何学的背景の幾何学的記述に関
する補足
C.1 Courant亜代数における Dorfman括弧の導出
ここでは、完全 Courant亜代数 (exact Courant algebroid)に対する Dorfman括弧の具
体的な表現 (4.2.9b)を導出する。u, v ∈ Γ(L)及び ξ, η ∈ Γ(L∗)に対して、展開
[u+ ξ, v + η] = [u, v] + [u, η] + [ξ, v] + [ξ, η]. (C.1.1)
における右辺のそれぞれの項に着目する。
まず、[ξ, η] = 0を示す。任意の切断 C ∈ Γ(E)に対して、条件 (L2)を使って 〈[ξ, η], C〉
を次の様に評価する：
〈[ξ, η], C〉 = a ◦ ρ(ξ) 〈η, C〉 − 〈η, [ξ, C]〉 . (C.1.2)
アンカーに対して ρ(ξ) = 0なので、右辺の二つの項は消える。特に、二項目は
〈η, [ξ, C]〉 = 1
2
η(ρ[ξ, C]) =
1
2
η([ρ(ξ), ρ(C)]) = 0. (C.1.3)
と計算される。ただし、強い準同型条件 ρ([∗, ∗]) = [ρ(∗), ρ(∗)] を二つ目の等号に用いた。
ゆえに、∀C ∈ Γ(E)に対して 〈[ξ, η], C〉 = 0なので、[ξ, η] = 0を得る。
次に、項 [u, η]及び [ξ, v]を評価する。明らかに、[u, η]及び [ξ, v]の Lへの制限は強い準
同型条件 (4.2.7)によって消える。ゆえに、L∗ への制限だけに興味がある。すなわち、任意
の w ∈ Γ(L∗)に対して 〈[u, η], w〉を評価する。Courant亜代数の定義 (L2)を用いて、そ
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れを
〈[u, η], w〉 = a ◦ ρ(u) 〈η, w〉 − 〈η, [u,w]〉
=
1
2
LLu ıwη −
1
2
ı[u,w]η
=
1
2
ıwLLuη
=
〈
LLuη, w
〉
(C.1.4)
と計算する。　ただし、Cartan関係式 LLu ıv − ıvLLu = ı[u,v] 及び 関係式 (4.2.9a)を使っ
た。
〈
[u, η] − LLuη, w
〉
= 0は全ての w ∈ Γ(L∗)に対して成り立つので、
[u, η] = [u, η]|L∗ = L
L
uη. (C.1.5)
を得る。同様に、[ξ, v]は
[ξ, v] = [ξ, v]|L∗ = (−[v, ξ] + dL 〈ξ, v〉)|L∗
= −LLv ξ + dLıvξ
= −ıvdLξ
(C.1.6)
と計算される。ただし、3つ目の等号において Lie微分の LLu の定義 (2.2.29b)を使った。
最後に、項 [u, v]を調べる。[u, v]の L∗ への制限を
[u, v]L := [u, v] |L, Θ(u, v) := [u, v] |L∗ . (C.1.7)
と定義する。u, v ∈ Γ(L)に対して内積は 〈u, v〉 = 0であるので、[u, v]L 及び Θ(u, v)は u
と vに関して反対称である。すなわち、[u, v] = −[v, u]、Θ(u, v) = −Θ(v, u)を満たす。さ
らに、Θは完全反対称性及び C∞(M)-線形性を持つ：
Θ(u, v)(w) = 2 〈[u, v], w〉 = 2LLρ(u) 〈v, w〉 − 2 〈v, [u,w]〉 = −Θ(u,w)(v), (C.1.8)
Θ(u, v)(fw) = 2 〈[u, v], fw〉 = fΘ(u, v)(w), (C.1.9)
ただし、Θは ∧3L∗ の切断である。
従って、通常と異なるアンカー a ◦ ρ : E → TM を選んだときの完全 Couranta系列に
おける Dorfman括弧の表式 (4.2.9b)
[u+ ξ, v + η] = [u, v] + LLuη − ıvdLξ + ıvıuΘ (C.1.10)
を得る。(4.2.9b) を導くときに、条件 (L1) を用いなかったことに注意しよう。(L1) を
要請すると、[, ]L に対する Jacobi 恒等式と dL の下で閉じる条件 dLΘ = 0 が課される。
[u, v]L := [u, v]は反対称性及び Jacobi恒等式を満たすため、括弧 [, ]は Lie亜代数 L上に
与えられる Lie括弧とみなされる。
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